
Rekon²trukcia a�nnej a metrickej ²truktúry z obrazu

A�nná ²truktúra

Rekon²trukcia a�nnej ²truktúry v obraze je zaloºená na fakte, ºe kaºdá a�nná
transformácia zachováva nevlastnú priamku a naopak transformácia, ktorá
zachováva nevlastnú priamku je a�nná. Podrobnej²ie, a�nnou transformáciou

HA =

(
A t
0T 1

)
je nevlastná priamka reprezentovaná ako l∞ = (0, 0, 1)T transformovaná na

H−TA l∞ = HA =

(
A−T 0
−tTA−T 1

) 0
0
1

 =

 0
0
1

 = l∞.

Naopak transformácia

H =

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 ,

ktorá transformuje nevlastnú priamku na nevlastnú priamku, zobrazí ne-
vlastný bod (x, 0, 0), x 6= 0 na nevlastný bod (∗, ∗, 0) a teda musí by´ h31 = 0
a z podobného dôvodu h32 = 0.

Ak teda v obraze transformovanom projektívnou transformáciou nájdeme
priamku, ktorá je obrazom nevlastnej priamky, môºeme zostroji´ projektívnu
transformáciu, ktorá transformuje nájdenú priamku spä´ na nevlastnú. Pre
priamku reprezentovanú l = (l1, l2, l3)

T má táto transformácia tvar

H = HA

 1 0 0
0 1 0
l1 l2 l3

 ,

kde HA je ©ubovo©ná a�nná transformácia.

Metrická ²truktúra

Podobnú ideu pouºijeme na rekon²trukciu metrickej ²truktúry v obraze. Úlohu
nevlastnej priamky v tomto prípade budú hra´ tzv. kruhové body a z nich
odvodené geometrické objekty.

Kruhové body získame ako prienik kruºnice s nevlastnou priamkou. Rov-
nica ºnice v homogénnych súradniciach je

(x− aw)2 + (y − bw)2 = r2w2.
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Body nevlastnej priamky majú (v euklidovskom prípade) súradnicu w nulovú.
Z toho uº ©ahko ukáºeme, ºe homogénne súradnice bodov prieniku kruºnice
a nevlastnej priamky sú

I = (1, i, 0) J = (1,−i, 0).

kde i je imaginárna jednotka.
Pomerne jednoduchým výpo£tom sa dá ukáza´, ºe tieto body sú inva-

riantné vzh©adom na transformáciu podobnos´ou

HS =

 s cos θ −s sin θ t1
s sin θ s cos θ t2
0 0 1

 ,

a naopak transformácia, ktorá zachováva kruhové body je podobnos´.
Nevýhoda kruhových bodov je zrejmá � sú komplexné. Preto pomocou

nich de�nujeme kuºe©ose£ku duálnu ku kruhovým bodom. Ozna£íme ju C∗∞
a je de�novaná ako

C∗∞ = IJT + JIT .

Je to degenerovaná kuºe©ose£ka, v euklidovskom súradnicovom systéme ur-
£ená maticou

C∗∞ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


Platí, ºe C∗∞ je úplne invariantná vzh©adom na podobnosti, t.j.

C∗′∞ = HSC
∗
∞H

T
S = C∗∞

a naopak, transformácia zachovávajúca C∗∞ je podobnos´.
Ak poznáme C∗∞ v projektívne transformovanom obraze, dokáºeme vy-

po£íta´ uhly priamok. Projektívne invariantná de�nícia uhla dvoch priamok
l a m je

cos θ =
lTC∗∞m√

(lTC∗∞l)(m
TC∗∞m)

Je to v princípe klasická de�nícia uhla pomocou skalárneho sú£inu, len s
pridanou kuºe©ose£kou duálnou ku kruhovým bodom.

Jednoduchým dôsledkom je, ºe priamky l a m sú kolmé práve vtedy, ke¤
lTC∗∞m = 0.
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Metrickú ²truktúru teda môºeme nájs´ identi�kovaním kuºe©ose£ky C∗∞.
Kaºdú projektívnu transformáciu H je moºné zapísa´ ako sú£in

H = HPHAHS =

(
I 0
vT v

)(
K 0
0T 1

)(
sR t
0T 1

)
kde I je 2× 2 matica s jednotkami na diagonále, K je horná trojuholníková
matica a HS je v²eobecná matica podobnosti.

Kuºe©ose£ka C∗∞ (v euklidovskom prípade) sa potom v²eobecnou projek-
tivitou transformuje na tvar

C∗′∞ = (HPHAHS)C
∗
∞(HPHAHS)

T = (HPHA)C
∗
∞(HPHA)

T

=

(
KKT KKTv

vTKKT vTKKTv

)
Predpokladajme, ºe daný obraz je a�nne rekti�kovaný (t.j. obraz nevlast-

nej priamky bol transformovaný na nevlastnú priamku). Potom C∗∞ má tvar

C∗∞ =

 s1 s2 0
s2 s3 0
0 0 0


Ak l = (l1, l2, l3) a m = (m1,m2,m3) sú navzájom kolmé priamky, z pod-
mienky pre kolmos´ dostaneme rovnicu

(l1m1, l1m2 + l2m1, l2m2)

 s1
s2
s3

 = 0.

Ur£ením dvoch párov navzájom kolmých priamok dostaneme dve rovnice o
troch neznámych s1, s2, s3 ktoré ur£ia C∗∞ aº na skalárny násobok.

Príslu²nú a�nnú transformáciu HA, presnej²ie maticu K a�nnej £asti roz-
kladu projektivity H, nájdeme pomocou Choleskeho faktorizácie kladne de-
�nitnej symetrickej matice S.

Za daných predpokladov, S = UDUT , kde U je ortogonálna a D je dia-
gonálna, napí²me D = EET (E je vlastne druhá odmocnina D). Potom S =
(UE)(UE)T a RQ rozklad matice UE dáva UE = RQ, kde R je horná troj-
uholníková a Q ortogonálna. Potom S = (RQ)(RQ)T = RQQTRT = RRT a
R je h©adaná matica K lebo uvedený rozklad je jednozna£ný.
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Obr. 1: A�nnú a metrickú rekti�káciu predvedieme na obrázku dlaºdíc.
A�nná rekti�kácia vyºaduje nájdenie nevlastnej priamky. Jedna z moºností,
ako takú priamku nájs´ je nájs´ dva rôzne úbeºníky v obrázku, £iºe body, v
ktorých sa zbiehajú rovnobeºné priamky. Ak predpokladáme, ºe dlaºdice sú
²tvorcové, dva páry rovnobeºných priamok môºeme získa´ napríklad vo©bou
²tyroch bodov (prípadne môºeme priamo rovnobeºky získa´ so�stikovanej-
²ími metódami, napr. Houghovou transformáciou)

Obr. 2: Obrázok dlaºdíc po a�nnej rekti�kácii � môºeme si v²imnú´ ºe strany
dlaºdíc sú rovnobeºné. Ur£enie dvoch párov priamok zvierajúcich pravé uhly
v tomto obrázku nám umoºní obraz rekti�kova´ metricky. V¤aka predpo-
kladu ²tvorcových dlaºdíc môºeme ako h©adané priamky zvoli´ dve nerovno-
beºné strany dlaºdice a uhloprie£ky dlaºdice.
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Obr. 3: Obrázok dlaºdíc po metrickej rekti�kácii � v²imnime si, ºe dlaºdica
je uº ²tvorcová, ale nato£ená. To je prejav faktu, ºe nájdená transformácia je
ur£ená aº na podobnos´. Tieº si môºeme v²imnú´, ºe hrany nádob sa trans-
formovali z elíps na kruhy. Samotné nádoby sú samozrejme oproti skuto£nosti
deformované, pretoºe h©adaná transformácia je transformácia roviny, £iºe sa
ticho predpokladá, ºe v²etky objekty na obrázku leºia v jednej rovine.
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