
Na za£iatku 19. storo£a Joseph Fourrier vo svojom ve©kom diele o rie²ení
rovnice vedenia tepla v tuhých telesách, Mémoire sur la propagation de la
chaleur dans les corps solides (Treatise on the propagation of heat in solid
bodies), pouºil na h©adanie rie²ení rovnice tigonometrické rady. Dosiahnuté
výsledky a ¤al²í výskum ho viedli k tvrdeniu, ºe kaºdá funkcia sa dá re-
prezentova´ trigonometrickým radom. Neskôr sa v²ak ukázalo, ºe to nie je
celkom pravda. Napriek tomu dnes tento ²peciálny trigonometrický rad nesie
jeho meno.

Na za£iatok zopakujme £o je Fourierov rad funkcie. Zapí²eme ho v tvare,
s ktorým ste sa uº pravdepodobne stretli. Uvedieme tieº niektoré jeho vlast-
nosti.

De�nícia 1 Nech s(x) je reálna funkcia reálnej premennej integrovate©ná na
intervale [x0, x0 + T ]. Fourierov rad funkcie s je funkcionálny rad

sF (x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
2πnx

T
+ bn sin

2πnx

T
, (1)

pri£om

an =
2

T

∫ x0+T

x0

s(x) cos
2πnx

T
dx, bn =

2

T

∫ x0+T

x0

s(x) sin
2πnx

T
dx

Rad (1) je navy²e moºné zapísa´ nieko©kými ekvivalentnými spôsobmi

sF (x) =
A0

2
+
∞∑
n=0

An sin(
2πnx

T
+ Φn), (2)

sF (x) =
∑
n∈Z

cne
i 2πnx

T , cn =
1

T

∫ x0+T

x0

s(x)e−i
2πnx
T dx

(3)

Medzi koe�cientami jednotlivých verzií Fourierovho radu existujú relatívne
jednoduché vz´ahy. Zvlá²´ zaujímavý je rad (3) v ktorom vystupuje sú£et
komplexných £ísel a koe�cienty cn je moºné spo£íta´ ako

cn =
1

T

∫ x0+T

x0

s(x)e−i
2πnx
T dx. (4)

Samozrejme na mieste je otázka, £i Fourierov rad sF danej funkcie s k
tejto funkcii s aj konverguje. Pre úplnos´ zopakujme príslu²né tvrdenia o
konvergencii.
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Veta 1 Nech s a s′ sú po £astiach spojité na intervale [x0, x0 + T ] a T peri-
odické na R. Potom Fourierov rad funkcie s konverguje v bode x k hodnote[

lim
t→x+

s(t) + lim
t→x−

s(t)

]
/ 2

Tým pádom rovnos´ (1) hovorí, ºe vhodné funkcie (napr. spojité, T -
periodické) môºeme povaºova´ za sú£et funkcií sínus a kosínus s rôznymi
váhami, inými slovami, sínus a kosínus tvoria bázu vektorového priestoru
vhodných funkcii nad po©om reálnych £ísel. Na obrázku je ukáºka grafu fun-
kcie (signálu) obd¨ºnikového tvaru s periódou 4 a nieko©ko prvých bázových
funkcií.

Obr. 1: Pôvodná funkcia � £ierna, sú£et prvých deviatich £lenov jej Fourie-
rovho radu � zelená, prvých sedem £lenov Fourierovho radu � rôzne farby

Peknú geometrickú reprezentáciu Fourierovho radu dostaneme, ak po-
rozmý²©ame, £o vyjadruje rad (3). Ak umoºníme koe�cientom cn nadobúda´
©ubovo©né, aj komplexné hodnoty, celý sú£et bude leºa´ v komplexnej rovine.
Výraz ei

2πnx
T opisuje v komplexnej rovine pohyb bodu (komplexného £ísla)

po jednotkovej kruºnici (uhlová rýchlos´). Reálny koe�cient cn ur£uje polo-
mer tejto kruºnice (amplitúdu). V prípade, ºe cn je komplexné, |cn| ur£uje
polomer a arg(cn) po£iato£nú polohu bodu na kruºnici (po£iato£nú fázu).
Sú£et znamená pospájanie týchto kruºníc. Nieko©ko obrázkov niº²ie ukazuje
príklady takýchto rozkladov na kruºnice. Extrémny prípad si môºete pozrie´
na youtube.

Tvar (2) nám hovorí, ºe na opis T -periodickej funkcie nám sta£í pozna´
amplitúdy An a fázy Φn. Ak tieto hodnoty poznáme vieme zrekon²truova´
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danú funkciu pomocou bázových funkcii. �o v²ak v prípade, ºe ur£ená fun-
kcia nie je periodická? My²lienku rie²enia tohoto problému si uvedieme na
konkrétnom príklade.

Vezmime funkciu obd¨ºnikového tvaru, £iºe napr.

s(x) =

{
1 ak x ∈ [−1, 1]
0 inak.

a po£ítajme cn pre komplexný tvar Fourieroveho radu v trochu inej forme.
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cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(x)e−i

2πnx
T dx

Z toho by malo by´ vidno, ºe ak integrál vpravo je rovnomerne ohrani£ený
pre kaºdé n, cn bude malé pre dostato£ne ve©ké T . Preto miesto toho budeme
po£íta´ Tcn. Vcelku jednoducho sa spo£íta, ºe

Tcn =
sin(2πn/T )

πn/T

Teraz si uvedomíme, ºe n/T ur£uje frekvenciu v bázových funkciách. n vzor-
kuje frekvencie medzi 0 a T . Pokia© T rastie, n/T po£íta stále viac frekvencii,
ktoré postupne vyplnia celé kontinuum, ak T → ∞. Ak ozna£íme n/T = ξ,
po limitnom prechode dostaneme

Tcn =

∫ ∞
−∞

s(x)e−2πiξxdx

£o je funkcia ξ, £iºe frekvencie (pozri obr. 2 a 3 niº²ie). A túto funkciu na-
zveme Fourierovou transformáciou funkcie s(x) a zna£íme S(ξ), resp. F [s](ξ).

De�nícia 2 Spojitá Fourierova transformácia funkcie s(x) je integrálna trans-
formácia

F [s](ξ) =

∫ ∞
−∞

s(x)e−2πiξxdx. (5)

Ke¤ºe integrál (5) je nevlastný, bude uºito£né pozna´ podmienky jeho
konvergencie. Tie sú nasledovné

1.
∫∞
−∞ |s(x)|dx <∞,

2. Funkcia s má na kaºdom ohrani£enom intervale len kone£ne ve©a bodov
nespojitosti.

Pre praktické po£ítanie sú obrazy ²tandardných funkcii pri Fourierovej
transformácii a rôznych operácii tabelované.

Z h©adiska teórie spracovania signálu Fourierova transformácia transfor-
muje funkciu f � signál z priestorovej oblasti, kde v grafe funkcie f x-ová os
ur£uje bod a f(x) hodnotu funkcie, do frekven£nej oblasti F (ξ), kde x-ová
os reprezentuje frekvenciu ξ a F (ξ) reprezentuje �mnoºstvo� danej frekvencie
v signále. Funkciu F (ξ) voláme tieº frekven£né spektrum funkcie f . Pozor,
Fourierova transformácia funkcie f je vo v²eobecnosti komplexná funkcia
F (ξ) = <(F (ξ)) + i=(F (ξ)). Pretoºe z objektívnych dôvodov sa komplexné
funkcie zle vizualizujú, na ich zobrazenie sa pouºívajú odvodené spektrá
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Obr. 2: Graf Tcn pre T = 4 � hore a T = 8 � dole pre obd¨ºnikovú funkciu.

1. Amplitúdové spektrum: |F (ξ)| =
√
<(F (ξ))2 + =(F (ξ))2,

2. Fázové spektrum: arctan(=(F (ξ))/<(F (ξ)))

3. Výkonové spektrum: P (ξ) = |F (ξ)|2.

�al²í pojem súvisiaci s frekven£ným spektrom je ²írka (frekven£ného)

5



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

n/T=

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

T
c n

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

n/T=

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

T
c n

Obr. 3: Graf Tcn pre T = 16 � hore a T = 32 � dole pre obd¨ºnikovú funkciu.

pásma funkcie (signálu), £o je najmen²í interval frekvencií vo frekven£nom
(amplitúdovom) spektre obsahujúci frekvencie s nenulovou amplitúdou. Ke¤ºe
vä£²ina signálov je neperiodických a tieto môºu obsahova´ periodický signál
lubovo©ne ve©kej frekvencie, zvy£ajne sa ur£í hranica, od ktorej amplitúdu
daného periodického signálu povaºujeme za nulovú a ²írka pásma je potom
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interval obsahujúci frekvencie periodických signálov, s amplitúdov vä£²ou ako
daná hranica. Ak F (ω) je frekven£né spektrum funkcie f , inverzná Fourierova
transformácia je daná predpisom

f(x) =

∫ ∞
−∞

F (ξ)e2πiξxdξ

Za vhodných podmienok je moºné z frekven£ného spektra zrekon²truova´
pôvodnú funkciu.

Pouºitie Fourierovej transformácie

Asi najznámej²ie aplikácia Fourierovej transformácie je �ltrovanie vo frek-
ven£nej oblasti. Signál získaný z ur£itého zariadenia obsahuje okrem poºa-
dovanej informácie aj napríklad ²um. Tento sa vo frekven£nom spektre môºe
objavi´ ako signál dos´ vysokej frekvencie. Idea je teda previes´ signál do
frekven£nej oblasti, v nej utlmi´ nevhodné frekvencie a transformova´ takto
pozmenené frekven£né spektrum spä´ na signál. Takáto operácia, pri kto-
rej potlá£ame, prípadne zvýraz¬ujeme vhodné frekvencie sa nazýva �ltrácia.
Zvy£ajný postup je zostrojenie funkcie G vo frekven£nej oblasti, nazývanej
�lter tak, aby sme po transformácii násobením F (ξ)G(ξ) dostali poºadovaný
tvar frekven£ného spektra

Pod©a toho, aké frekvencie utlmujú delíme �ltre na dolnú (low-pass),
hornú (hi-pass) a pásmovú (band-pass) priepust. Z názvu by malo by´ zrejmé,
£o dané �ltre robia. Napríklad vy²²ie uvedená obd¨ºniková funkcie môºe vo
frekven£nom spektre slúºi´ ako dolná priepust, ke¤ºe po vynásobení s pôvod-
ným signálom vo frekven£nom spektre budú v²etky frekvencie mimo intervalu
[−1, 1] nulové.

Ak by sme po£ítali inverznú transformáciu pre spektrum F (ξ)G(ξ), do-
staneme ∫ ∞

−∞
F (ξ)G(ξ)e2πiξxdξ =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(x− τ)dτ

Pravá strana je tzv. konvolúcia f ∗ g funkcii f a g, £iºe

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(x− τ)dτ

a pre Fourierovu transformáciu konvolúcie platí

F [f ∗ g] = F (ξ)G(ξ)

kde F a G sú frekven£né spektrá funkcií f a g. Niektoré ¤al²ie uºito£né
vlastnosti Fourierovej transformácie sú
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• Lineárnos´

F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]

• Sú£in funkcií

F [f · g] = F [f ] ∗ F [g]

�iºe sú£inu funkcií zodpovedá konvolúcia frekven£ných spektier a naopak,
sú£inu frekven£ných spektier zodpovedá konvolúcia príslu²ných funkcií.
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Obr. 4: Obd¨ºniková funkcia s ²umom
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Obr. 5: Frekven£né spektrum predo²lej funkcie
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Obr. 6: Dolnopriepustný �lter - gaussovský e−aξ
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Obr. 7: Potla£ené vysoké frekvencie
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Obr. 8: Od�ltrovaný ²um

2D Fourierova transformácia

Ztia© sme hovorili o Fourierovej transformácii v jednom rozmere. Tento pojem
je jednoduchým spôsobom roz²írite©ný aj do roviny

De�nícia 3 Fourierova transformácia reálnej funkcie f(x, y) dvoch premen-
ných je funkcia

F (u, v) = F [f ](u, v) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)e−2πi(xu+yv)dx dy

Inverzná Fourierova transformácia je

f(x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

F (u, v)e2πi(xu+yv)dx dy

Táto má podobné vlastnosti ako 1D Fourierova transformácia.

Digitalizácia

Jedna zo základných funkcií, ktorá vlastne nie je ani funkciou v ²tandardnom
slova zmysle je Diracova delta funkcia δ(x), ktorá je de�novaná vlastnos´ami
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δ(x) = 0 pre x 6= 0 a ∫ ∞
−∞

δ(x)dx = 1.

Zjavne ºiadna funkcia ktorá by sp¨¬ala uvedené podmienky nemôºe exis-
tova´. Tejto �funkcii� sa v²ak dá da´ zmysel zavedením pojmu zov²eobecnenej
funkcie (tieº distribúcie), to by nás ale odviedlo príli² ¤aleko od témy. �al²ia
pekná vlastnos´ delta funkcie je tzv. sifting property∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a).

Diracova delta funkcia slúºi v teórii spracovania signálov ako ideálny im-
pulz a hrá ve©kú úlohu pri samplovaní a vysvetlení problémov spojených so
samplovaním.
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