Na zaciatku 19. storo¢a Joseph Fourrier vo svojom velkom diele o rieseni
rovnice vedenia tepla v tuhych telesach, Mémoire sur la propagation de la
chaleur dans les corps solides (Treatise on the propagation of heat in solid
bodies), pouzil na hladanie rieSeni rovnice tigonometrické rady. Dosiahnuté
vysledky a dalsi vyskum ho viedli k tvrdeniu, Ze kazda funkcia sa da re-
prezentovat trigonometrickym radom. Neskor sa vSak ukézalo, ze to nie je
celkom pravda. Napriek tomu dnes tento Specialny trigonometricky rad nesie
jeho meno.

Na zaciatok zopakujme ¢o je Fourierov rad funkcie. ZapiSeme ho v tvare,
s ktorym ste sa uz pravdepodobne stretli. Uvedieme tiez niektoré jeho vlast-
nosti.

Definicia 1 Nech s(z) je redlna funkcia redlnej premennej integrovatelnd na
intervale [xg, xg + T]. Fourierov rad funkcie s je funkciondlny rad

sp(z) = %—FZ@H oS ?x + by, sin 7;”, (1)
pricom
2 zo+T 2 2 zo+T 2
n = /IO s(x) cos ?xdx, b, = T /IO s(x) sin W;xdﬂv

Rad je navySe mozné zapisat niekolkymi ekvivalentnymi sposobmi

AO > 27mx
sp(r) =—+ Z A, sin( T +,), (2)
ch %7 , cn:—/ s(z)e™ P Ay
T xX
nel 0

(3)

Medzi koeficientami jednotlivych verzii Fourierovho radu existuju relativne
jednoduché vztahy. Zvlast zaujimavy je rad v ktorom vystupuje sucet
komplexnych ¢isel a koeficienty c¢,, je mozné spocitat ako

1 zo+T ;2mnax
Cp = T/xo s(z)e™T du. (4)

Samozrejme na mieste je otazka, ¢i Fourierov rad sp danej funkcie s k
tejto funkcii s aj konverguje. Pre tuplnost zopakujme prislusné tvrdenia o
konvergencii.



Veta 1 Nech s a s’ si po castiach spojité na intervale [xo, xo +T) a T peri-
odické na R. Potom Fourierov rad funkcie s konverguje v bode x k hodnote

lim s(t) + lim s(t)| /2

t—xt t—x—

Tym padom rovnost hovori, ze vhodné funkcie (napr. spojité, T-
periodické) mozeme povazovat za sicet funkcii sinus a kosinus s roznymi
vahami, inymi slovami, sinus a kosinus tvoria bazu vektorového priestoru
vhodnych funkcii nad polom realnych ¢isel. Na obrazku je ukazka grafu fun-
kcie (signalu) obdlznikového tvaru s periodou 4 a niekolko prvych bazovych
funkecii.

0.5

Obr. 1: Povodné funkcia — ¢ierna, sicet prvych deviatich ¢lenov jej Fourie-
rovho radu — zelend, prvych sedem ¢lenov Fourierovho radu — roézne farby

Pekntu geometrickii reprezenticiu Fourierovho radu dostaneme, ak po-
rozmy§lame, ¢o vyjadruje rad (3). Ak umoznime koeficientom ¢, nadobudat
Tubovolné, aj komplexné hodnoty, cely stcet bude lezat v komplexnej rovine.
Vyraz T opisuje v komplexnej rovine pohyb bodu (komplexného ¢isla)
po jednotkovej kruznici (uhlova rychlost). Realny koeficient ¢, uréuje polo-
mer tejto kruznice (amplitadu). V pripade, Ze ¢, je komplexné, |c,| uréuje
polomer a arg(c,) pociato¢ni polohu bodu na kruznici (pociatoénu fazu).
Stcet znamend pospajanie tychto kruznic. Niekolko obrézkov nizgie ukazuje
priklady takychto rozkladov na kruznice. Extrémny pripad si mozete pozriet
na youtube.

Tvar (2) nam hovori, Ze na opis T-periodickej funkcie nam sta¢i poznat
amplitady A, a fazy ®,. Ak tieto hodnoty pozname vieme zrekonstruovat


https://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
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dant funkciu pomocou bazovych funkcii. Co vSak v pripade, Ze urcena fun-

kcia nie je periodickd? Myslienku rieSenia tohoto problému si uvedieme na
konkrétnom priklade.

Vezmime funkciu obdlznikového tvaru, ¢ize napr.

(1 akzel-1,1]
s(x) = { 0 inak.

a pocitajme ¢, pre komplexny tvar Fourieroveho radu v trochu inej forme.



1 T/2 - 2TnT
Cp = —/ s(x)e™" T dx
T J 7/

Z toho by malo byt vidno, Ze ak integral vpravo je rovnomerne ohraniceny
pre kazdé n, ¢, bude malé pre dostato¢ne velké T'. Preto miesto toho budeme
pocitat T'c,. Vcelku jednoducho sa spocita, ze

_ sin(2mn/T)

Tcy
¢ ™/T

Teraz si uvedomime, ze n/T urcuje frekvenciu v bazovych funkciach. n vzor-
kuje frekvencie medzi 0 a T'. Pokial T rastie, n/T pocita stale viac frekvencii,
ktoré postupne vyplnia celé kontinuum, ak 7" — oo. Ak oznacime n/T = &,
po limitnom prechode dostaneme

o0 .

Te, = / s(z)e 2™ dy
— 0o

¢o je funkcia &, ¢ize frekvencie (pozri obr. 2 a 3 niz8ie). A tato funkciu na-

zveme Fourierovou transformaciou funkcie s(x) a znacime S(§), resp. F|[s]().

Definicia 2 Spojitd Fourierova transformdcia funkcie s(x) je integrdlna trans-
formdcia

Fls|(€) = / s(z)e i da. (5)
Ked7e integral je nevlastny, bude uzito¢né poznat podmienky jeho
konvergencie. Tie st nasledovné

L7 |s(z)|dz < oo,

2. Funkcia s ma na kazdom ohrani¢enom intervale len konec¢ne vela bodov
nespojitosti.

Pre praktické pocitanie st obrazy Standardnych funkcii pri Fourierovej
transformacii a roéznych operacii tabelované.

Z hladiska tedrie spracovania signalu Fourierova transformaécia transfor-
muje funkciu f — signal z priestorovej oblasti, kde v grafe funkcie f x-ova os
urcuje bod a f(x) hodnotu funkcie, do frekven¢nej oblasti F'(§), kde z-ova
os reprezentuje frekvenciu £ a F(£) reprezentuje "mnozstvo” danej frekvencie
v signéale. Funkciu F'(£) volame tiez frekvenéné spektrum funkcie f. Pozor,
Fourierova transformacia funkcie f je vo vSeobecnosti komplexna funkcia
F(&) = R(F(&)) + iS(F(§)). Pretoze z objektivnych dovodov sa komplexné
funkcie zle vizualizuji, na ich zobrazenie sa pouzivaji odvodené spektra
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Obr. 2: Graf Tc, pre T =4 — hore a T = 8 — dole pre obdlznikovt funkciu.

1. Amplitidové spektrum: |F(€)| = /R(F (€))% + S(F(€))?,
2. Fazové spektrum: arctan(S(F(€))/R(F(£)))
3. Vykonové spektrum: P(£) = |F(€)]?.

Dalsi pojem suvisiaci s frekvenénym spektrom je Sirka (frekven¢ného)
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Obr. 3: Graf Tc, pre T = 16 — hore a T = 32 — dole pre obdlznikovu funkeciu.

pasma funkcie (signalu), ¢o je najmensi interval frekvencii vo frekvenénom
(amplitidovom) spektre obsahujuci frekvencie s nenulovou amplitiadou. Kedze
vacsina signalov je neperiodickych a tieto mozu obsahovat periodicky signal
lubovolne velkej frekvencie, zvy¢ajne sa urc¢i hranica, od ktorej amplitadu
daného periodického signélu povazujeme za nulovi a Sirka pasma je potom



interval obsahujici frekvencie periodickych signalov, s amplitidov vicSou ako
dané hranica. Ak F'(w) je frekven¢né spektrum funkcie f, inverzna Fourierova
transformaécia je dana predpisom

fo) = [ Pl
Za vhodnych podmienok je mozné z frekvenéného spektra zrekonstruovat
povodnu funkciu.

Pouzitie Fourierovej transformacie

Asi najznamejsie aplikidcia Fourierovej transformécie je filtrovanie vo frek-
vencnej oblasti. Signal ziskany z urcitého zariadenia obsahuje okrem poza-
dovanej informéacie aj napriklad Sum. Tento sa vo frekvenénom spektre moze
objavit ako signéal dost vysokej frekvencie. Idea je teda previest signal do
frekvencnej oblasti, v nej utlmit nevhodné frekvencie a transformovat takto
pozmenené frekven¢né spektrum spit na signal. Takito operacia, pri kto-
rej potlacame, pripadne zvyraziujeme vhodné frekvencie sa nazyva filtracia.
Zvycajny postup je zostrojenie funkcie G vo frekvencnej oblasti, nazyvanej
filter tak, aby sme po transformécii nasobenim F'(£)G(€) dostali pozadovany
tvar frekven¢éného spektra

Podl'a toho, aké frekvencie utlmuju delime filtre na dolna (low-pass),
hornu (hi-pass) a pasmovu (band-pass) priepust. Z nazvu by malo byt zrejmé,
¢o dané filtre robia. Napriklad vyssie uvedens obdlznikova funkcie méze vo
frekvencénom spektre sluzit ako dolné priepust, kedZe po vynéasobeni s povod-
nym signalom vo frekvenc¢nom spektre budu vsetky frekvencie mimo intervalu
[—1, 1] nulové.

Ak by sme pocitali inverznu transformaciu pre spektrum F(£)G(§), do-
staneme
o0 o0
| rec@ensa = [ -
oo —00

Prava strana je tzv. konvoliucia f * g funkcii f a g, ¢ize

(F+)a) = [ f(nglo = ryir
a pre Fourierovu transforméaciu konvolicie plati

Flf+ gl = F(G(E)

kde F a G su frekvenéné spektra funkcii f a g. Niektoré dalSie uzito¢né
vlastnosti Fourierovej transformécie st
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e Linedrnost
Flaf +bg] = aF[f] + bFlg]
e Stcin funkci
FLf -9l = Flf1 = Flgl

Cize sucinu funkcii zodpoveda konvolucia frekvenénych spektier a naopak,
stucinu frekvencénych spektier zodpoveda konvolicia prislusnych funkeii.
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Obr. 8: Odfiltrovany sum

2D Fourierova transformacia

Ztial sme hovorili o Fourierovej transformacii v jednom rozmere. Tento pojem
je jednoduchym spoésobom rozsiritelny aj do roviny

Definicia 3 Fourierova transformdcia redlnej funkcie f(x,y) dvoch premen-
nyjch je funkcia

Flu) = Fifiwo = [ [ fye ez,
Inverznd Fourierova transformdcia je
flx,y) = /00 /OO F(u, v)e?™ @) dy dy
Tato méa podobné vlastnosti ako 1D Fourierova transformécia.
Digitalizacia

Jedna zo zakladnych funkcii, ktora vlastne nie je ani funkciou v Standardnom
slova zmysle je Diracova delta funkcia d(x), ktora je definovana vlastnostami
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d(z) =0prez #0 a

/Z §(x)dr = 1.

Zjavne ziadna funkcia ktora by splitala uvedené podmienky nemoze exis-
tovat. Tejto "funkcii” sa vSak d& dat zmysel zavedenim pojmu zovSeobecnenej
funkcie (tiez distribucie), to by nas ale odviedlo prili§ daleko od témy. Dalsia
pekné vlastnost delta funkcie je tzv. sifting property

| @b - ayds = fia).

Diracova delta funkcia slazi v teorii spracovania signalov ako idedlny im-
pulz a hra velka ulohu pri samplovani a vysvetleni problémov spojenych so
samplovanim.
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