0.1 Motivacia

Parcidlne diferencidlne rovnice st rovnice, v ktorych je nezndmou funkcia
viacerych premennych, a tato funkcia sa v rovnici vyskytuje v parcidlnej
derivacii. Ako priklad mézeme uviest rovnicu
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s neznamou funkciou u = u(z,t) dvoch premennych z a ¢.

Parcialne diferencidlne rovnice maju velké vyuzitie pri modelovani mno-
hych fyzikilnych dejov napriklad v akustike, geofyzike, kvantovej mechanike,
aerodynamike a dalsich technickych a fyzikalnych oblastiach (obrazky, pri-
klady, animéacie?).

V tomto kurze si predstavime a odvodime niektoré Specidlne typy parcial-
nych diferencidlnych rovnic. UkéZeme si, ako v niektorych pripadoch najst
analytické rieSenie. Predstavime si tiez niektoré numerické metody, ktoré
umoziuji vyuzitie vypoctovej techniky pri hladani rieSeni parcialnych di-
ferencidlnych rovnic.

Ako prvy konkrétny typ parcidlnej diferencidlnej rovnice si predstavime
rovnicu vedenia tepla, ktora si navySe odvodime z niekolkych fyzikalnych
principov.

0.2 Rovnica vedenia tepla

Majme homogénnu ty¢ konStantného prierezu, ktord bola zohriata tak, Ze
distribicia tepoloty na tyc¢i zodpoveda priebehu grafu na obrazku 1.

Obr. 1: Rozlozenie teploty (¢Gervené krivka) na homogénnej ty¢i konstantného
prierezu (modra tsecka).



Pociato¢né rozlozenie teploty zodpoveda funkcii u(x,0) = f(x). To ¢o nés
zaujima je vyvoj teploty v ¢ase u(z,t).

To ako bude vyvoj teploty vyzerat zrejme zavisi od mnohych dalsich
podmienok. Iny bude ak cela ty¢ bude tepelne izolovana a iny ak je umozneny
anik tepla do okolia. Pre jednoduchost uvazujme Ze cela ty¢ je izolovana, ¢ize
ziadne teplo neunika do okolia. Ak si spomenieme na fyzikalny princip, ze
teplo prechéadza z teplejsich telies na chladnejsie a ¢im je rozdiel teplot vyssi,
tym rychlejsie sa teplo prenasa, lahko si uvedomime, Ze zmena teploty v ¢ase
bude zrejme nejako zavisiet od rozlozenia teploty a jej lokdlnych zmien. Tym
padom ak u(z,t) je teplota v ¢ase t, vieme, Ze % nejako zavisi od %.

Po tomto neformélnom rozbore sa pustime do konkrétneho odvodenia
rovnice urcujucej vyssie spominany vztah. KedZe teplota je prejavom tepla
a teplo je vlastne forma energie, budeme najskor pracovat s energiou.

Uvazujme ty¢ konstantného prierezu s obsahom A a dlzkou L, ktora je
orientovana v smere osi x. Predpokladajme, Ze v danom priereze si vSetky
tepelné vlastnosti tyce rovnaké, ¢ize tyc¢ sa sprava ako jednorozmerny objekt.
Taktiez tepelne izolujme plast uvazovanej tyce, ¢im zabranime tniku tepla
cez plast.

Zavedme pojem hustoty tepelnej energie. Hustota tepelnej energie
e(z,t) je mnozstvo tepelnej energie na jednotku objemu. Mozeme si vSimnut,
7e hustota tepelnej energie zavisi od x a t.
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Obr. 2: Ty¢ a vyznaceny tsek.

Ak zvolime na ty¢i sek medzi x a v+ Az a ak na tomto tseku je hustota
tepelnej energie konsStantna, mnozstvo tepelnej energie v tomto tseku bude
stc¢inom objemu tohoto tiseku a hustoty tepelnej energie na tomto tuseku.
V pripade, Ze hustota tepelnej energie nie je konstantna, mozeme zvolit do-
stato¢ne kratky tsek. V tom pripade dostaneme priblizne hodnotu tepelnej



energie v danom tseku ako
tepelnd energia ~ e(x,t)AAx (1)

Pozrime sa, ako sa v danom tuseku moze zmenit energia v ¢ase. P1ast sme
zaizolovali, takze energia sa moze zmenit len cez krajné podstavy = a x +
Ax alebo vdaka nejakému vnutornému zdroju energie. Potom miera zmeny
tepelnej energie v danom tuseku za jednotku Casu je sictom energie, ktora
pritecie a odtecie cez krajné podstavy za jednotku casu a prispevku energie
z vnitorného zdroja za jednotku casu.

Zmena tepelnej energie v ¢ase pre dostatotne maly usek je z (1)
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Formalizujme teraz jednotlivé prispevky ku zmene celkovej tepelnej ener-
gie. K tomu si najskor zadefinujeme pojem tepelného toku.
Tepelny tok ¢(x,t) je mnozstvo energie ktoré prejde jednotkovou plo-
chou v jednom smere za jednotku ¢asu. Pre nage tcely zavedieme nasledovni

r+ Ax

Obr. 3: Tok energie cez tsek tyce

konvenciu. Tepelny tok bude kladny, prave vtedy ked energia prudi v klad-
nom smere osi = (Standardne zlava doprava), v opatnom pripade bude tok
zaporny. Potom celkova tepelna energia, ktora pretecie cez okraje tenkého
tseku za jednotku ¢asu bude

d(x, t)A — od(z + Az, 1) A

Do celkovej zmeny energie mozu eSte prispievat vnutorné zdroje, ktoré
sthrnne oznac¢ime ako funkciu Q(z,t) a bude to mnozstvo vygenerovanej
tepelnej energie na jednotku objemu za jednotku casu.



Celkova zmena tepelnej energie je teda
0
E[e(:z:, HAAzZ] = ¢z, t)A — ¢z + Az, t) A+ Q(x,t) AAx (3)
Ak predpokladame, ze pre Az — 0 chyba aproximécie (3) konverguje k

0, dostaneme vydelenim AAz a limitnym prechodom

e olat) - ol + Az,

ot Algilo Az + Q. 1).
Limita na pravej strane je presne parcialna derivacia —¢ podla x, takze
dostavame

o % QU (W

Pri tomto postupe mame samozrejme problém, 7e o chybe aproximécie v

podstate ni¢ nevieme. Tento nedostatok je mozné obist trochu inym postu-
pom.

Namiesto malého useku ty¢e medzi x a  + Az vezmime tsek Tubovolnej

konetnej dlzky od a po b.
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Obr. 4: Lubovolny tsek

Ak e(z,t) je funkcia hustoty energie na ty¢i, celkova tepelna energia vo
zvolenom tseku (a, b) bude

b
/ e(z,t)Adz.

Toto je uz funkcia zavisla len od ¢ a zmena celkovej energie v tiseku sa spocita
podobne ako v pripade malého tseku vyssie. Bude to stcet celkového toku
na okrajoch a prispevku z vnutornych zdrojov, ¢ize

’ b
%/ﬂ e(r,t)Adr = ¢(a,t)A — (b, t)A—i—/a Q(z,t)Adx



resp. po vydeleni A
b

pr i e(z,t)dx = ¢(a,t) — ¢(b,t) +/a Q(z,t) dx (5)

Zo znamych vztahov z analyzy mame pre spojité e(z,t) a kon$tantné a a b

d [ 9
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a pre spojite diferencovatelné ¢(z,t)

oart) = o00.0) == [ £olawit)ds

Dosadenim do (5) a presunom v8etkého na jednu stranu dostaneme

b rde ¢
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KedZe tento integral musi byt nulovy pre l'ubovolnt volbu tseku (a,b), po-
merne jednoduchym argumentom dostaneme, Ze integrand musi byt nulovy,
¢o po drobnej tprave dava presne rovnicu (4)
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Ziskali sme teda rovnicu, ktora ale udava vztah medzi hustotou tepelnej
energie a tepelnym tokom. My by sme vSak potrebovali rovnicu obsahujicu
ako neznamu funkciu teploty. Otazka teda znie, ¢i existuje nejaky vztah medzi
teplotou u(x,t) a hustotou e(z,t) a tokom ¢(zx,1t).

V pripade hustoty tepelnej energie toto spojivo je tepelna kapacita. Te-
pelna kapacita c je mnozstvo tepelnej energie ktoré treba dodat jednotke
hmotnosti materiadlu, aby jeho teplota stiipla o jednotku. Tepelna kapacita
vo vSeobecnosti zavisi od teploty materidlu. Pokial vSak rozsah teplot nie
je prilis velky, mozeme tepelnu kapacitu povazovat za nezavisli od teploty.
V nasom modeli budeme este navyse pozadovat, ze ty¢ moze byt zlozena z
roznych materidlov a vtom pripade tepelna kapacita bude funkciou x, ¢ize
¢ = ¢(x). Velmi ¢asto v8ak budeme pocitat s ty¢ou z jedného materialu. V
tom pripade tepelné kapacita ¢ bude konStantna.

U7 vieme, ze mnozstvo tepelnej energie v tenkom reze je (zhruba) e(z, t) AAz.
Na druhej strane je to tiez mnozstvo tepelnej energie, ktoré je treba dodat
rezu, aby sa ohrial z referen¢nej teploty 0° na pozadovanu teplotu u(x,t).



Potom mnozstvo tepelnej energie na jednotku hmotnosti je c¢(x)u(z,t). Na
ur¢enie hmotnosti tseku ty¢e pouzijeme hustotu materialu p(z), ktora bu-
deme povazovat za funkciu zavisla od v pripade tyce zloZenej z nehomogén-
neho materialu. Potom celkova hmotnost tuseku je p(x) AAx a celkova tepelna
energia v tenkom reze je c(x)u(z,t)p(xr) AAx. Takze dostavame

e(x,t)AAx = c(z)u(x, t)p(x)AAx
a po zjednoduseni ziskame

e(x,t) = c(x)u(z, t)p(x).

Takto vyjadreni hustotu tepelnej energie moézeme dosadit do rovnice (4), ¢im
ziskame

o) = -2 1 g (6)

Ostava nahradit vhodnym sposobom tepelny tok. Na to vyuzijeme vztah
pochadzajuci od Fouriera, ktorym formalizoval nasledujice kvalitativne vlast-
nosti tepelného toku:

1. Ak je teplota v nejakej oblasti kon§tantna tepelny tok je nulovy.

2. Pri rozdiele teplot prudi tepelné energia z teplejsej oblasti do chladnej-
Sej

3. Cim vyssf rozdiel teplot (vzhTadom na jeden material), tym vyssi tok
tepelnej energie.

4. Tok tepelnej energie je rozdielny pre rozne materialy aj v pripade rov-
nakého teplotného rozdielu.

Spominany vztah sa nazyva Fourierov zakon vedenia tepla a ma tvar

ou
o= K2 @)

7 tejto rovnice vidime, Ze tepelny tok je imerny zmene teploty. Ak teplota
je rastica funkcia vzhladom na z, jej parcidlna derivacia podla z je kladna
a teplota je vicsia v smere osi X, preto tepelny tok musi byt orientovany
sprava dolava, preto vo vztahu (7) vystupuje znamienko minus. Koeficient
Ky nazyvame koeficient tepelnej vodivosti a meria schopnost materialu viest
teplo. Ky zéavisi od konkrétneho materidlu a vo vSeobecnosti zavisi aj od
teploty. Podobne ako v pripade tepelnej kapacity, nebudeme zavislost od
teploty brat do uvahy a vo vSeobecnosti Ky = Ky(z) bude funkciou x.
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Teraz uz moézeme nahradit aj tepelny tok ¢ v rovnici (6). Tak dostaneme

rovnicu vedenia tepla
ou 0 ou
Lo = or <K0%> + Q. (8)

Zdroje tepla zahrnuté v () zvycajne povazujeme za zname. V pripade, ze
p, ¢ a Ky st konstantné a () = 0, po jednoduchej aprave dostaneme
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kde konstanta k = 15_2 sa nazyva koeficient tepelnej diftazie.
Rovnica vedenia tepla s nulovymi zdrojmi tepla a konStantnymi tepelnymi
vlastnostami je rovnica tvaru

ou d%u
o tom 9)

V pripade oby¢ajnych diferencialnych rovnic, napriklad pri vypocte drahy
hmotného bodu je potrebné poznat pociato¢nt polohu a pociato¢ni rychlost
a prislusna diferencidlna rovnica urci polohu bodu. Podobne v pripade rovnice
vedenia tepla potrebujeme poznat zaliato¢né rozdelenie teploty (zvycajne v
Case t=0)

u(z,0) = f(z) (10)

ked7e v rovnici vedenia tepla vystupuje jedna ¢asové derivacia. Rovnost (10)
nazyvame zaciato¢na podmienka. Samotné zaciato¢na podmienka ale nestaci
na predikciu vyvoja teploty. Na to potrebujeme eSte poznat, ¢o sa deje na
koncoch ty¢e x = 0 a x = L. Tu existuje niekolko moznosti $pecifikicie spra-
vania sa teploty a tieto podmienky nazyvame okrajové podmienky. V rovnici
vedenia tepla vystupuje druha derivacia podla priestorovej premennej, takze
potrebujeme poznat dve podmienky. Tieto ur¢ujeme spravidla na koncoch.

Predpisana teplota Jeden typ okrajovej podmienky je dany predpisanim
teploty na okraji v zavislosti od ¢asu, ¢ize

u(0,t) = upg(t)

urcuje spravanie teploty v mieste x = 0. Podobnym sposobom je mozné zadat
teplotu aj v o = L.



Predpisany tepelny tok Zodpoveda zadaniu ¢ v (7), ¢o zodpoveda za-
daniu prvej derivacie teploty podla z v x = 0 resp. x = L.

ou
5 (0o1) = (t). (11)

Nulovy tepelny tok na hranici fyzikalne zodpoved4 ideédlne izolovanému okraju,
prislusna podmienka je vtedy

%(oﬂf) ~0. (12)

Newtonov zakon ochladzovania Pre fyzikilne realistickejsi scenar kon-
taktu tyce s odtekajucou tekutinou nemozno dobre pouzit ani predpisaniu
teplotu ani predpisany tepelny tok. V takejto situécii odchadzajtce teplo z
tyCe ohreje tekutinu a tato tekutina prudenim odvedie toto teplo pre¢. Sa-
mozrejme, v blizkosti ty¢e bude tekutina teplejsia. Ako dobra aproximéacia
sa ukazuje zavislost tepelného toku na okraji x = 0 a rozdielu teploty tyce a
predpisanej teploty vonkajsej teploty v tvare
ou
—KO(O)%(O,t) = —Hu(0,t) — up(t)].
Tento vztah sa nazyva Newtonov zékon ochladzovania (NZO) a koeficient
H > 0 je koeficient prenosu tepla.
Dalsfm rozborom mono pre x = L ukazat, ze Newtonov zdkon ochladzo-
vania bude mat tvar
ou
—KO(L)%(L,t) = Hlu(L,t) — up(t)].
Okrajové podmienky mozno kombinovat, takze napriklad na jednom okraji
moze byt zadana predpisana teplota a na druhom okraji moze byt predpisany
tepelny tok.



Rovnica vedenia tepla
ou 0 ou

Rovnica vedenia tepla s nulovymi zdrojmi tepla a konS$tantnymi
tepelnymi vlastnostami

ou _ o
ot Ox?
Zaciato¢na podmienka
u(z,0) = f()
Okrajové podmienky
(predpisana teplota) u(0,t) = up(t)
(predpisany tepelny tok) —KO(O)%(O, t) = o(t)
(NZO pre x=0) —KO(O)%(O, t) = —H[u(0,t) — up(t)]
(NZO pre x=L) _KO(L)g_Z(L’t) = Hu(L,t) — up(t)]

Skor, nez sa pustime do rieSenia vSeobecnej rovnice vedenia tepla pozrime
sa na nasledujici $pecidlny pripad. Predpokladajme, ze mame ty¢ dlzky L
bez vnutornych zdrojov tepla, ktorej konce udrziavame na konstantnych tep-
lotach

U(07t) - T17
U(L,t) = TQ.

Skusenost nam naznacuje, Ze pri poiato¢nom rozlozeni teploty wu(z,0) =
f(z) otakévam, ze po dostato¢ne dlhom ¢ase dojde k ustéleniu teploty u(x,t).
Podme teda skusit najst také rozlozenie teploty, ktoré sa nebude menit v
Case, ¢ize u(x,t) = u(x). Takéto rieSenie nazyvame stacionarne rieSenie (t.j.

rieSenie nezavislé na ¢ase). KedZe potom 88—7; = 0 a u je funkciou len jednej
premennej, rovnica vedenia tepla v tomto pripade prejde na tvar
d*u
— =0 13
I (13)



s okrajovymi podmienkami

u(0) =717,
u(L) = Ts.

Rovnica (13) je obycajna diferencialna rovnica druhého radu s konstantnymi
koeficientami so v8eobecnym rieSenim, ktoré ziskame, ked tato rovnicu dva
krat integrujeme. Dostaneme tak

u(r) = c1x + co

Po aplikacii okrajovych podmienok ziskame koeficienty c; a co,

Co = T17
T — T
C1 = 1
a teda stacionarne rieSenie je
T, — T
u(z) = %x + T

V uvedenom pripade je staciondrnym rieSenim cast priamky.

Obr. 5: Stacionarne rieSenie rovnice vedenia tepla % = k:g%‘ s okrajovymi
podmienkami u(0,t) = Ty, u(L,t) = Ts.

Podobnym sposobom mozeme zistit stacionérne rieSenie rovnice vedenia

tepla s okrajovymi podmienkami, ktoré urcuja tepelny tok na okraji tyce,
konkrétne pre pripad tyce s idedlne izolovanymi koncami, ¢ize nulovym tokom
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na okrajoch

o _ o
ot 0x?’
ou
%(O,t) =0,
ou
%(L,t) =0.

Podmienka nezavislosti rieSenia na ¢ase opét vedie na okrajova tlohu pre
jednoduchu oby¢ajni diferencialnu rovnicu druhého radu

dzu_
dz?2
du

—20)=0
dx() ,
du

(@)y=0
ML) =0

ktorej vSeobecné rieSenie je priamka w(z) = c1x + ¢o. Okrajové podmienky
nam hovoria, Ze tato priamka méa mat nulovy sklon v 0 a L, ¢iZe rieSenim bude
konstantna funkcia. Naozaj, po aplikovani okrajovych podmienok dostaneme,
7e

u(zx) = 1.

Aby sme mohli urcit konkrétnu hodnotu konStanty co, potrebujeme eSte ne-
jaka informaciu navyse, konkrétne zaciato¢né rozlozenie teploty (vSimnime
si, Ze v pripade predpisanych teplot na okrajoch sme zaciatocni podmienku
nepotrebovali). Nech teda zaciatoéna teplota je u(z,0) = f(z). Kedze ty¢
je izolovana, celkova tepelnd energia v ty¢i musi byt konStantna. Pouzitim
vztahu (5), kde e = cpua ¢ = —Kog—z (pri¢om c a p povazujeme za konstanty)
a () = 0 ziskame

d [ ou ou
i . cpudr = —KU%(O) + Ko%([/) =0,

L
/ cpu dr = ¢y,
0

Tyc¢ je izolovana, takze celkova energia pri za¢iato¢nom rozdeleni teploty sa
rovné energii v kazdom case, ¢o sme ukazali, Ze je cq. Celkova energia na

¢ize
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zaciatku je

cp/OL f(z)dz.

Tato sa musi rovnat celkovej energii pri rozlozeni teploty zodpovedajicom
stacionarnemu rieSeniu, ¢o je

L
cp/ cydr = cpci L,
0

L
o [ fayds = cperL
0
a teda
1 L
u(z) =c = z/o f(z)dx

A vyraz na pravej strane je vlastne stredna hodnota pociato¢ného rozlozenia
teploty.

Stacionarne rieSenie rovnice vedenia tepla je riesenie, ktoré nezavisi
od ¢asovej premenne;j.
Stacionarne rieSenie okrajovej tlohy
ou . Pu
ot 0z?
U(O, t) = Tl,
U(L, t) = T2
je
Ty —T;
u(z) = %x + T
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Stacionarne rieSenie okrajovej tlohy

ou_ 0%
ot 0z?’

ou

%(0, t) =0,

ou

g(L, t)=0

so zaciato¢nou podmienkou
u(z,0) = f(z)

je

) = % /0 " f) dr.

0.3 RieSenie rovnice vedenia tepla na ohranice-
nom intervale

V predchadzajicej ¢asti sme si odvodili rovnicu vedenia tepla a podmienky
(podiato¢na, okrajové), za ktorych by sme mali byt schopni najst jej riese-
nie. V tejto casti si predstavime metédu, pomocou ktorej budeme schopni
najst rieSenie rovnice vedenia tepla pre homogénnu rovnicu vedenia tepla
s konstantnymi koeficientami bez vniatornych zdrojov tepla so $pecidlnymi
okrajovymi podmienkami a Specidlnou zac¢iato¢nou podmienkou. Konkrétne
teda budeme uvazovat rovnicu vedenia tepla v tvare

ou 0%u
— =k— 0 L. t>0 14
ot Ox?’ STt (14)
s okrajovymi podmienkami
u(0,t) =0 (15)
u(L,t) =0 (16)

a zatial v8eobecnou zafiato¢nou podmienkou

u(z,0) = f(x). (17)
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Tato tloha fyzikalne zodpoveda vedeniu tepla v ty@ dizky L konstantného
prierezu, s kon§tantnymi tepelnymi vlastnostami, ktorej konce st udrziavané
na konsStantnej teplote 0°.

0.3.1 Metboda separacie premennych

Ideou predstavenej metddy je hladat rieSenie u(x,t) v tvare sucinu dvoch
funkcii, pricom kazda z tychto funkcii je funkciou jednej premennej,

u(z,t) = o(x)G(t). (18)

Dosadime teda (18) do (14). Derivovanim (18) podla t a dva krat podla z
dostaneme

ou dG
Pu  d*p
o2z = a2\
a rovnica (14) prejde na tvar
4G 2
Oz)— = kG(t) . (19)

V fiom si vSimneme, Ze mozeme ,odseparovat® funkcie zavislé od = a od ¢
tak, aby funkcie jednej konkrétnej premennej boli na jednej strane rovnice.
Kons$tanty mozno v principe umiestnit Tubovolne. My si zvolime nasledovny
tvar po odseparovani premennych

2
1dG_1do 20
kG dt ¢ dx?

Na Tavej strane rovnosti mame teda funkciu od ¢ a na pravej funkciu od =x.
Kedze x od t nezavisi a ani ¢ od x nezavisi, z rovnosti (20) dostaneme, ze
funkcie na oboch stranach tejto rovnosti musia byt rovné rovnakej konstante.
Z istych dovodov oznac¢me tato konstantu —\. Tymto spésobom sme dostali
z parcidlnej diferencialnej rovnice (14) dve obycajné diferencialne rovnice

1 dG
kG dt
12
bda?
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resp. po Uprave

dG
d*¢ B
i (22)

Pozrime sa, ¢o pre funkcie ¢ a G vieme ziskat z okrajovych podmienok
(15) a (16). Z (15) mame ze ¢(0)G(t) = 0 pre kazdé t > 0. To je mozné
prave vtedy, ked ¢(0) = 0 alebo G(t) = 0 pre vsetky ¢ > 0. V pripade
G(t) = 0 pre vSetky ¢ > 0 hned dostaneme, Ze rieSenie u(z,t) = 0 pre vietky
x a t je riesenim rovnice 14 s okrajovymi podmienkami (15) a (16). Takéto
rieSenie nazyvame trivialnym rieSenim uvedenej parcialnej diferenciélnej rov-
nice s okrajovymi podmienkami. Takze netrividlny pripad modzeme dostat pre
»(0) = 0.

Z druhej okrajovej podmienky (16) ziskame ¢(L)G(t) = 0 a podobnou
tvahou ako v predoslom odstavci prideme k zaveru, ze ¢(L) = 0.

Pre diferencialnu rovnicu (21) nemame tym padom (zatial) Zziadne pod-
mienky, zato pre rovnicu (22) sme ziskali dve okrajové podmienky ¢(0) = 0
a¢(L)=0.

Vseobecné rieSenie rovnice (21) je dobre zname,

G(t) = ce ™™, (23)

kde e je Eulerovo ¢slo a ¢ je Tubovolna konstanta. Casovo zéavisla zlozka rie-
Senia je teda exponencidlna funkcia. Tu konstanta A urcuje spravanie funkcie
G(t). Zrejme z fyzikalneho hTadiska pri nami namodelovanej situacii neo¢aka-
vame exponencialny rast (ked A < 0), takze mame A > 0. Tento fakt neskor
vyplynie aj z formalnych argumentov.

Pozrime sa d'alej na priestorovu zlozku rieSenia, ktora je urcena obyc¢ajnou
diferencialnou rovnicou druhého stupiia (22) s okrajovymi podmienkami (tzv.
okrajova tloha),

T 24
$(0) =0 (25)
¢(L) =0 (26)

Na rozdiel od zaciato¢nej tlohy (t.j. obycajnej diferencialnej rovnice so za-
¢iatoénymi podmienkami) pre ktori je existencia a jednoznacnost rieSenia v
principe zarucend, pre okrajové tilohy neexistuje jednoducha teéria, ktora by
zaruc¢ovala existenciu a jednoznac¢nost rieSeni takychto tloh. Co vieme v na-
Som pripade urc¢ite povedat, Ze funkcia ¢(z) = 0 pre kazdé x je urcite rieSenim
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(24) spliajica (25) a (26). Toto rieSenie voldme trivialne rieSenie okrajovej
tlohy a zodpovedé trividlnemu rieSeniu rovnice vedenia tepla. Otazka je, ¢i
existuji aj nejaké netriviadlne rieSenia uvedenej okrajovej tlohy. Ukaze sa,
Ze 4no, avSak existencia d'alSich rieSeni bude zévisiet od hodnoty kongtanty
A. Tieto hodnoty A nazyvame vlastné hodnoty a prislusné rieSenia okrajovej
tlohy nazyvame vlastné funkcie.

Vseobecné rieSenie obycajnej diferencialnej rovnice druhého radu (24)
spoc¢itame Standardnym spoésobom. Charakteristickd rovnica asociovana s
rovnicou (24) je r? = —\. V zavislosti od A dostavame

e dva rydzo imaginarne korene r = +iv/\ ak A > 0,
e dvojnésobny koren r =0, ak A = 0,
e dva rozne reilne korene r = £/—\, ak A < 0.
Vseobecné riesenie (24) bude potom zavisiet od A. Pozrime sa na jednotlivé

pripady.

A > 0 Pre tento pripad mame dve nezavislé rieSenia rovnice (24), VAT g
e~ VAT Pomerne jednoducho vidno, Ze Tubovolna lineadrna kombinécia tychto
rieSeni je tieZ rieSenie rovnice (24). Preto z Eulerovho vztahu e = cosp +
isin p mozeme vSeobecné rieSenie ¢ rovnice (24) napisat v tvare

¢ = 1 cos Vz + Co sin V.
Z okrajovej podmienky ¢(0) = 0 dostaneme ze ¢;=0, takze
d(x) = casin V.
Druhé okrajova podmienka ¢(L) = 0 vedie k rovnici
0 = ¢y 8in \/XL,
Cize
\/XL:T['?’L, n=12...,

a preto vlastné hodnoty st

2
)\n:(%) n=12...

a vlastné funkcia prislichajica vlastnej hodnote A\, = (”—[)2 je
n
d(x) = casin/ A,z = ¢y 8in %ZL‘

16



A =0 V tomto pripade rovnica (24) bude

92
Fo_
0x?

ktorej jej vSeobecné riesenie je

¢ =1+ cx

Okrajové podmienky ¢(0) =0 a ¢(L) = 0 implikuji ¢; = 0 a ¢; = 0. Preto v
tomto pripade dostavame len trividlne rieSenie ¢ = 0 a A = 0 nepovazujeme
za vlastni hodnotu.

A < 0 Dve nezavislé rieSenia rovnice (24) v tomto pripade st eV~* a eV~
Kvoli zjednoduSeniu zapisu zavedme substiticiu s = —A\. Potom uvedené

riefenia buda mat tvar eV® a e V®, s > 0 a vieobecné rieSenie bude

¢ = c1eV® 4 eV,

Kvoli dalsej analyze s vyuzitim faktu, Zze Tubovolna linedrna kombinacia
uvedenych rieSenf rovnice (24) je rieSenie rovnice (24) prepiSeme uvedené
vSeobecné rieSenie do iného tvaru. Na to vyuzijeme funkcie hyperbolicky
sinus a hyperbolicky kosinus

) et — =% ¥ L e 7
sinhy = ——— coshy = ———
2 ’ 2 ’

ktoré su linearnymi kombinaciami povodnych exponencidlnych funkcii, a teda
st tiez rieSenim rovnice (24). Ziskame tak rieSenie v tvare

¢ = c3cosh\/sx + ¢4 cosh v/sx

Z okrajovej podmienky ¢(0) = 0 a z faktu, Ze cosh0 = 1 a sinh(0 = 0
dostaneme c3 = 0 a predpis pre ¢

¢ = cysinh \/sx
Z okrajovej podmienky ¢(L) = 0 ziskame rovnicu
0 = ¢4 sinh /sL.

Bud je teda ¢4, = 0 a vtedy je ¢ = 0 trividlne rieSenie, alebo v opafnom
pripade, kedZe funkcia sinhz je nulova len pre x = 0, lahko odvodime, Ze
s =0 a opét bude ¢ = 0.

17



Tym sme ukézali, 7e zaujimavé netrivéilne rieSenia rovnice (24) dostaneme
len pre A > 0.

Okrajova tloha

d*¢ B
i
9(0) = 0
#(L) =0

Vlastné hodnoty

Vlastné funkcie

On(T) :CQSinn%x, weER, n=12,...,.

Teraz sa mozeme vratit spiat k rovnici vedenia tepla (14) s okrajovymi
podmienkami (15) a (16). Riesenie sme hladali metdédou separécie premen-
nych v tvare u(z,t) = ¢(x)G(t). Po dosadeni G z (23) a ¢ dostaneme, Ze
rieSenim rovnice vedenia tepla (14) s s okrajovymi podmienkami (15) a (16)
je funkcia

u(z,t) = Bsin ?e*’f(m/”%, BeR, n=12,.... (27)

Samozrejme, roznou volbou n dostaneme rézne riesenia.
Zatial sme nebrali vobec do uvahy zaciatoéni podmienku. Ak do (27)
dosadime t = 0, dostaneme
nmx
U(l’, 0) = Bsin T

7 toho sa moze zdat, Ze rieSenie uvazovanej rovnice vedenia tepla s danymi
okrajovymi podmienkami vieme najst len pre zac¢iato¢nti podmienku §pecial-
neho tvaru. Mozeme si v8ak uvedomit niekol'ko veci:

o Ak u(z,t) a v(z,t) st rieSenia rovnice vedenia tepla (14) s okrajovymi
podmienkami (15) a (16), tak aj u(z,t) + v(z,t) je riesenim.

Pomerne jednoducho je vidno, 7Ze vysSie uvedené tvrdenie je mozné rozsirit
na Tubovolny kone¢ny pocet rieseni uvedenej rovnice vedenia tepla. Ak teda
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vezmeme pociato¢ni podmienku v tvare
l nmwx
0) = Bn 1 s
u(x,0) nz; sin —
rieSenim problému (14), (15), (16), bude funkcia

M
u(z,t) = Z B, sin ?B_k(”ﬂ/m%
n=1

Cize rieSenie rovnice vedenia tepla s okrajovymi podmienkami (14), (15), (16)
vieme najst ak zac¢iatona podmienka je v tvare konecnej linearnej kombinacie
sinusov.

To v8ak urc¢ite nie st vSetky funkcie, takze je prirodzend otazka, ¢o v
pripade, ze ako zaciato¢nd podmienka bude funkcia, ktord nie je takouto
konec¢nou linearnou kombinaciou. V takom pripade ndm pomdze teéria Fou-
rierovych radov, z ktorej vyplyvaji nasledovné fakty

e Kazdu funkciu f(x) (za urcitych miernych obmedzeni) je mozné apro-

ximovat kone¢nou linedrnou kombinaciou sinusov sin “7*.
e Aproximacia sa zlepSuje s rasticim poc¢tom ¢lenov linedrnej kombinéacie.

e Pre n — oo vysledny goniometricky rad konverguje (za urcitych pod-
mienok) k povodnej funkeii f(z).

Ak prijmeme tieto tvrdenia, potom kazdu zac¢iato¢ni podmienku vieme za-
pisat v tvare radu

u(z,0) = f(z) = ZBn sinT

a rieSenie rovnice vedenia tepla (14) s okrajovymi podmienkami (15), (16), s
vyssie uvedenou zaciatocnou podmienkou je

u(x,t) = B,sin %e”“(’”/”%-
n=1
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Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iato¢na pod-
mienka
ou 0%u
— = k—, O<zx<L,t>0,
ot " o ’
u(0,t) =0,
u(L,t) =0,
= nmwx
0) = = B, sin —
u(e0) = o) = 32 Bysin 7
RieSenie
> nmwx 2
t) = Bn s 0 —k(nm/L) t‘
u(x,t) ; sin ——e

Podobnym sposobom sa da metoda separacie premennych pouzit pri rie-
Seni rovnice vedenia tepla s okrajovymi podmienkami

ou

g(o, $> = O,
ou
£<L, I’) = O,

Pri rozklade u(x,t) = ¢(x)G(t) dostaneme pre G(t) rovnakym postupom
ako v predchadzajicom pripade

G(t) =c

e—k)\t

Pre ¢(x) v8ak ziskame nasledovni okrajovi tlohu

6
o

b,

dp
(L) =0,

Opaét je potrebné postupne uvazovat A >0, A=0a A < 0.
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V pripade A > 0 je vSeobecné rieSenie pre ¢
¢ = ¢1 cos VAT + o sin VAz.

Derivovanim dostaneme
d
d—(/ﬁ = V(=1 sin VAz + ¢5 cos VAz).
T

Z okrajovej podmienky %(0) = 0 hned ziskame co = 0. Druhé okrajova
podmienka potom dava

—V ey sin VAL = 0.
Netrividlne rieSenie dostaneme pre ¢; # 0, preto musi byt sin VAL = 0. Z
toho dostaneme vlastné hodnoty

2
A, = (”%) n=1,23,...

a vlastné funkcie
() = cwos?, n=123,....

Sucinové riesenie potom bude

u(,t) = Acos KT — 1,93,

kde A je Tubovolna konstanta.

V pripade A = 0 dostavame okrajovi tlohu, ktort sme uz v inej suvislosti
rie§ili. Zistili sme, Ze v tomto pripade existuje netrividlne rieSenie, ktorym je
Tubovolna konstanta

o(x) = co.
Kedze pre A = 0 je ¢asova zlozka G(t) = ¢, st¢inové riesenie je
u(z,t) = A.

Pre A < 0 sa da opat ukazat, Ze netrividlne stcinové rieSenie neexistuje.
Ak si opét uvedomime fakt, ze aj v tomto pripade sticet rieSeni je rieSenie,
moZeme rieSenie u(x,t) zapisat v tvare

u(x,t) = Ay + Z A, cos ?e‘k(mu)%.

n=1
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Pociato¢na podmienka u(z,0) = f(z) bude splnena, pokial f(z) je tvaru

nmx

=A A, cos —.
f(x) 0+ ; cos —

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iatoéna pod-
mienka

%: %, O<zx<L,t>0,
oL0,) =0,
L =0,
u(z,0) = f(z) = Ao +;AnCOS ?

RieSenie

u(z,t) = Ao + Z A, cos ?e_k("”/”%_
n=1

Na zaver si namodelujme casovy vyvoj teploty v tenkom kruhovom prs-
tenci dlzky (s obvodom) 2L. Aby sme mohli pouZit metédu separacie premen-
nych potrebujeme zrejme poznat okrajové podmienky. Tie ziskame jednodu-
cho tak, ze prstenec v jednom mieste rozpojime a budeme sa nan pozerat ako
na priamu tenka ty¢ dlzky 2L. Z istych dovodov saradnice okrajov tejto tyce
zvolime —L a L. Ak vezmeme do tvahy, Ze povodne tato ty¢ tvorila sivisly
prstenec, tak v bodoch —L a L dochéidza k idedlnemu tepelnému kontaktu.
To znamend, ze okrajové teplota aj tepelny tok na okrajoch tyce —L a L st
rovnaké, ¢ize

u(—L,t) = u(L,t),
ou ou

E(—L,t) = E(L’t)'

Tento typ okrajovych podmienok nazyvame periodické okrajové podmienky.
Cely model uvazovaného problému teda pozostava z rovnice vedenia tepla a
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vysSie uvedenych okrajovych podmienok.

ou_ P
ot Ox?
u(—L,t) = u(L,t),
ou ou
N )]

Riegenie budeme hladat opét v tvare su¢inu u(z,t) = ¢(x)G(t), pricom rov-
nako ako v predoglych pripadoch je G(t) = ce .
Prislusny okrajovy problém pre ¢ bude

0% B
oz = Y
o(~L) = ¢(L),
dé, _;y_do

—L)= L).
da:( ) dx( )
Vseobecné rieSenie je opat
¢ = ¢1 cos VAT + ¢ sin V Az
Po aplikicii okrajovych podmienok pre A > 0 ziskame dve rovnice

Co Sin Vz =0
eV Asin Vz = 0.

Ak teda sin vz # 0, tak ¢; = ¢ = 0 ¢im ziskame len trividlne rieSenie. V
™ 2
pripade sin v/ Az dostaneme vlastné hodnoty A = (T) ,n=123 ...

Na kon$tanty ¢; a ¢y v8ak nekladieme ziadne dalie podmienky a je mozné
ich volit Tubovolne. Preto za vlastné funkcie moézeme povazovat funkcie

(b(x)zcosn—zx, n=1223,...

o(x) :sin?, n=123,....

Lubovolna linedrna kombinécia tychto vlastnych funkcii (pre dant vlastna

hodnotu) je samozrejme opét vlastna funkcia.
Pomerne jednoducho sa ukaze ze pre A = 0 dostaneme netrividlne rieSenie

¢(I) = C1,
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ktoré je tym padom vlastnou funkciou zodpovedajicou vlastnej hodnote A =
0, a dalej ziadne A < 0 nie je vlastnou funkciou.
Pre kazdua z vlastnych funkcii pre A > 0 ziskame sti¢inové rieSenie

nww
w(z,t) = cos —— e~/ L)kt
L
resp.
NTL  _(nr/L)2kt

u(z,t) = sin ¢

Preto vSeobecné rieSenie rovnice vedenia tepla na kruhovom prstenci bude

u(z,t) = ao + Z a, cos == L L e-(nm/Lkt Z b, sin er (n/ L)%kt

Pociatoéntt podmienku u(x,0) = f(x) je mozné splnit, pokial

—a0+2ancos—+2b sinmm

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iato¢na pod-
mienka

%:k%, O<ax<L,t>0,
u(~L,t) = u(L,b),
(1,0 = 22(,1)
u(z,0) = f(x) = Ao +§:1Ancosn—zx + ?}anin?.
RieSenie

u(z,t) = Ao + Z A, cos n%e ST Z B, sin _m;x e~ knm/L)%
=1
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0.4 Ortogonalne systémy funkcii

Pri hladani rieSenia rovnice vedenia tepla s vhodnymi okrajovymi podmien-
kami sme ukazali, Ze jej rieSenie vieme néjst priamo, pokial zaiatoCné pod-
mienka ma $pecialny tvar

nwx
0) = =N "B, sin——, 28
e 0) = 1) =3 Busin (28)
alebo
- nwx
0) = —A A, cos =L 29
u(z,0) = f(x) 0—1—; cos — (29)
pripadne ich kombinaciu
- nwx . NTX
u(z,0) = f(z) = Ag + Z A, cos -t B, sin - (30)

n=1

Tieto podmienky vyzeraju na prvy pohlad dost obmedzujico. Avsak v sku-
to¢nosti je mozné v tvare uvedenych radov vyjadrit dostato¢ne velku triedu
funkcii. Takze ak uverime, Ze skoro kazdu funkciu vieme zapisat pomocou
niektorého z vyssie uvedenych radov, tak to ¢o potrebujeme najst su koefi-
cienty A, a/alebo B,. Na ich urcenie vyuzijeme fakt, Ze mnozina funkcii
{sin®F;n = 1,2,...} a {cos "F*;n = 1,2,...} tvoria takzvané ortogonalne
systémy funkcii.

V algebre sa kolmost (ortogonalita) dvoch vektorov uréuje pouzitim ska-
larneho suc¢inu. V trojrozmernom vektorovom priestore V' so zvolenou bézou
ortonormalnych vektorov 2, j, k sa (Standardny) skalarny saéin vektorov

u = uit + usg + usk a v = vt + V93 + v3k spocita ako
U -V = UV + UsVy + U3V3.

Vektory w a v st na seba kolmé, ak u - v = 0.

Na vektory w a v sa moézeme pozerat ako na funkcie U(z) a V(z), kde
r € {1,2,3} aU(1) = uy, U(2) = ug, U(3) = uz a podobne V(1) = vy,
V(2) = vy a V(3) = v3. Spoditat skalarny sicin takto chapanych vektorov
teda znamené postupne vynasobit hodnoty funkcii pre zodpovedajtce si x a
vysledky sé¢itat, symbolicky zapisané



Pre ,klasické* funkcie f a g s rovnakym definiénym oborom mézeme
definovat skaldrny sucin podobne, len sic¢et nahradime integrovanim, ¢ize

b
fog= / f(2)g(x) de,

samozrejme za predpokladu, Ze dany integral existuje. Potom moézeme defi-
novat kolmost dvoch funkcii podobne ako pri vektoroch, teda f je kolmé na
g, ak

f-g=0.

Systém funkcii {f;;¢ € J} nazyvame ortogonalny systém funkcii, ak

fi- fi=0prei#j.

Pokial vo vektorovom priestore V' zvolime ortogonalnu bazu by, by, bs
(uvedené vektory nemusia mat jednotkovii dlzku) tak stradnice vektora u =
a1by + asby + asbz vieme ziskat pouzitim skalarneho sucinu. Vynésobenim
vektora w bazovym vektorom by ortogonalnej bazy dostaneme

u - b1 = O./lbl : b1 + O[ng : b1 + Olgb3 : bl.
Potom z otogonality vektorov b; méame by - by = 0 a bz - by = 0. Takze
u - bl = O(lbl : bl,

a preto
_u-b
bbby
Podobnym sposobom je mozné vyjadrit siradnice s a as.
Analogicky moézeme vyjadrit koeficienty B,, a A, z radov (28), (29) a (30).
Plati totiz

a1

/L . nTT . mnx 0 m#n
sin —— sin =
B L L L/2 m=n.

I 0 m#n
nrTr  mmx
/COSTCOS =<¢L/2 m=n=#0.
0

L m=n=20.




Systémy funkeii

nmwx

{smT n=1,23,...;0<x <L}
{cosnz ;n=0,1,2,3,...;0<z <L}
{sinﬂ;,cos?;n:O,1,2,3,...;—L<x<L}

st ortogonalne systémy funkcii.

7 toho sa pomerne jednoducho odvodia vyjadrenia koeficientov B,,, A, v
rieSeniach rovnice vedenia tepla na intervale 0 < x < L s okrajovymi pod-
mienkami typu nulové teplota, resp. nulovy tok

> nmx
= E aninT,

/ f(zx sin@daz

nmwx

flx) = Ao—i—ZA cos ——

/ fa

:z/o f(a:)cosTd:U, n > 0.

V pripade rovnice vedenia tepla na intervale —L < x < L s periodickymi
okrajovymi podmienkami st koeficienty naslednovné
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flz) = A0+ZA COS ZB sm

/f ) dz,

—/ f(x)cosde, n > 0.

/ flx sm d:v n > 0.

0.5 Rovnica vedenia tepla na neohrani¢enom
intervale

Skor, nez sa za¢neme venovat téme z nazvu, pripomenieme si iny sposob
zapisu Fourierovho radu.

Komplexny tvar Fourierovho radu
Spojité, 2L-periodické funkcie (f(—L) = f(L)) vieme zapisat v tvare Fourie-
rovho radu

f(x) ~a0+ZanCOS$+bnsin$. (31)

n=1

Koeficienty ag, a, a b, vieme spocitat zo vzorcov

i/L f(@) d

/ flx COS@dI

/ f(x sm—dx

Funkcie sin a cos je mozné vyjadrit v komplexnom tvare ako
¢ 4 =i ‘ o _ e
COS = ————, SNy =

2
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Po dosadeni do (31) a jednoduchych tupravach ziskame Fourrierov rad funkcie
f v komplexnom tvare

o0

f({L‘)N Z Cne—imrac/L’ (32)

n=-—oo
pricom koeficienty tohto radu st pre n # 0

1

1 L ,
_ : _ inmx/L
Cn 2(an + iby) 7 /_L f(x)e )

a cg = ag. V pripade, ze f(x) je redlna funkcia, c_,, = ¢,.

Formulu na vypocet koeficientov ¢, je tiez mozné ziskat priamo z (32) vy-
uzitim ortogonality. V pripade komplexnych funkcii je vSak potrebné pouzit
definiciu skalarneho sucinu v tvare

b
fg =/ f(@)g(x) da.

Vzhladom na tento skalarny sucin je systém funkcii {e ™%/l [ < 2 <
L;n € Z} ortogonalnym systémom funkcii, pri¢om

L - . T . L . .
/ e—imrx/Le—mel’/L dr = / ezmr;t/Le—zmmc/L dr — {07 m 7£ n

L —L 2L, m=n.

immx/L

Takze prendsobenim (32) funkciou e a integrovanim od —L po L do-

staneme

L
/ f(x)e™™ /' dy = 2Lc,,,
-L

z ¢oho uz ¢, vyjadrime Tahko.
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Fourierov rad funkcie f(x)

nwx
Nao—l—ZanCOS +b sin%

Koeficienty:

o | S
an:—/ f(:c)cos?dm,

/ flx sin@da:

Fourierov rad funkcie f(x) - komplexny tvar

o0

f(l‘)N Z Cne—imrz/L7

n=—oo

Koeficienty:

I :
_L/L f((L‘)eme/L.

0.5.1 Rovnica vedenia tepla — neohranic¢eny interval

V predchadzajicich castiach sme videli, Ze pri ohrani¢enych problémoch sme
na najdenie rieSenia rovnice vedenia tepla potrebovali poznat okrajové pod-
mienky. Co viak v pripade, ak modelujeme tlohu pri ktorej vieme, ze vplyv
okrajovych podmienok je zanedbatelny. V takom pripade sa ukazuje rozumné
uvazovat neohranic¢eny interval.

Uvazujme teda rovnicu vedenia tepla

ou k82u
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pricom pozadujeme, aby rieSenie u(x,t) tejto rovnice bolo definované na in-
tervale —oo < x < oo. Podiato¢ni podmienku u(z,0) = f(z) potrebujeme
samozrejme aj tentokrat.

Na prvy pohlad sa zda, Ze okrajové podmienky nepotrebujeme. Z fyzi-
kalnych doévodov vsak ¢asto zaddvame spravanie teploty limitne v 4+oco. Asi
najjednoduchsi pripad je u(£oo,t) = 0.

Vieme, Ze vyrazy sin %e‘k(mﬂ“)% a cos
(33) pre kazdé celé ¢islo n. Potom aj ich kombinacia

_ 5 .
nIZe k(nm/L)*t g1 rieSenim rovnice

cos I o—k(nm /L)%t 4 i MU —k(nm/L)* _ inm/La —k(nm /L)% (34)
L L

je rieSenim tejto rovnice pre kazdé celé ¢islo n. Lahko sa da presvedcit o tom,

ze ked nahradime vyraz nm/L Tubovolnym redlnym ¢islom w

u=e“"e Mt LeR (35)

bude stale rieSenim rovnice (33). V&imnime si, Ze v pripade rieSeni rovnice
vedenia tepla na ohrani¢enom intervale, tvorili vlastné ¢isla diskrétnu mno-
zinu (tzv. diskrétne spektrum), zatial ¢o v pripade rieSeni typu (35) tvoria
isla w celé kontinuum (spojité spektrum).

Riegenia tvaru (35) je mozné odvodit pouZitim metody separécie pre-
mennych, zavedenim u(z,t) = ¢(z)G(t). Tym ziskame opit dve obycajné
diferencidlne rovnice rovnako ako v pripade ohrani¢eného problému

dG

— = - )\kG
dt ’
d*¢

C2_ o
dx? ¢

Vseobecné riesenie pre GG je zrejme rovnaké ako pri ohrani¢enom probléme.
Pri rieSeni okrajového problému pre ¢ narazime na problém. Ak by sme ako
okrajové podmienky vzali ¢(+o00) = 0, tak tento problém nebude mat netri-
vidlne riesenie pre ziadne \. Pre A > 0 dostaneme oscilatorické rieSenia tvaru
c1 cos VAT + ¢asin vz, pre A < 0 podobne len hyperbolickymi funkciami a
A = 0 vrati linearnu funkciu.

Preto trochu zoslabime okrajové podmienky tak, Zze budeme predpokla-
dat, ze rieSenie je v nekone¢ne ohrani¢ené |¢(+o0)| < oo. Vtedy uz okrajovej
tlohe vyhovuju rieSenia pre lubovolné A > 0

¢ = 1 Ccos Vr + Co Sin Vz

a A = 0, pre ktorta je ¢ nenulova konsStanta.
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Vsimnime si, ze v pripade rieSeni rovnice vedenia tepla na ohrani¢enom
intervale, tvorili vlastné ¢isla diskrétnu mnozinu (tzv. diskrétne spektrum),
zatial ¢o v pripade prave ziskaného rieSenia tvoria ¢isla A celé kontinuum
(spojité spektrum).

Tymto sposobom teda ziskame riegenia sin v Az e a cos vV Az e M. V
pripade kone¢ného problému (a teda diskrétneho spektra) sme vysledné vse-
obecné riesenie ziskali ako stucet skalarnych nasobkov rieseni uvedenych typov
pre vSetky vlastné hodnoty \. Ked'Ze teraz vlastné hodnoty tvoria kontinuum,
sticet nahradime integralom. Ziskame tak vSeobecné rieSenie v tvare

u(x7 t) - / Cl()\) COS \/X.%’ ei)\kt + 02()\) Sin \/X.T e*)\kt d)\,
0

kde ¢;1(\) a ca(\) st Tubovolné funkcie. Zvy¢ajne sa v tomto rieSeni nahradza
A = w?, a potom

u(z,t) = / A(w) coswz e M + B(w) sinwz e dw,
0

pricom A(w) a B(w) vznikni z funkcii ¢;(\) a cz(A) zdmenou premennych v
integréle, ¢ize A(w) = 2wc; (w?) a podobne pre B.

Na néjdenie funkcii A(w) a B(w) potrebujeme potom poznat zaciatoént
podmienku v tvare

u(z,0) = / A(w) coswz + B(w) sinwz dw
0

Kompaktnejsi (a v istom zmysle v8eobecnejsi) tvar rieSenia dostaneme,
ked namiesto rieSeni cos a sin pre ¢ vezmeme komplexné rieSenia etV pre
A > 0. Substiticiou w = v\ dostaneme riefenia e¥®? pre w > 0, ktoré
tvoria tl ist mnoZinu riefeni, ako e~™? pre w € R. Potom riefenim rovnice
vedenia tepla bude u(z,t) = e~ Tkt regn Tubovolnd ich kombindcia v
integralnom zmysle

u(z,t) = / c(w)e e " duy
V tomto pripade je poc¢iato¢na podmienka splnena pre u(z,0) = f(x) v tvare

flz) = /_OO c(w)e ™" dw

[e.9]

Akysi naznak, prec¢o v pripade neohrani¢eného dostaneme kontinuum
vlastnych hodnoét si ukdzeme na nasledovnom priklade:
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Priklad: Uvazujme rovnicu vedenia tepla s periodickymi okrajovymi pod-
mienkami a zac¢iato¢nou podmienkou
ou  d%u
ot Ox?
u(—L,t) =u(L,t)

0
—u(—L,t) = —u(L
S u(—Lt) = —u(L,1)
1 -1 1
M%@Z{ e
0 inak.

Vieme, Ze rieSenie je urcené hodnotami koeficientov a,, a b,, ktoré ziskame
ako koeficienty Fourierovho radu zaciato¢nej podmienky u(x,0). Vyssie sme
ukézali, ako tieto koeficienty zakodovat do koeficientov Fourierovho radu v
komplexnom tvare uvedenej realnej funkcie u(zx, 0).

1 L

5L/, u(z,0)dx =

1
Co = Qo = Z

I : 1
Cp = 37 /_L u(x,())em”/L dx = — sin n%, pre n > 0.

[\]

C_p = Cp.

Po substitucii w,, = on

1 . 1 sinw,
= sinw, = —
Lw, L w,

Cn

Pre dané L mozeme w, vynasat na z-ovi os. Ak na os y vynaSame hodnoty
¢, dostaneme nasledujice grafy. Moézeme si v§imnit, 7ze s rasticim L sa

035 T T T T T 02

025 - * 015 @

015 — 01F @
= 01fF - =

0.05 4 005 @

008 |- ° * 4 of e e -® I.-l -'-'l.-.!'"'I.i

015 + . L - - -0.08

Obr. 6: Grafy pre L = 2 vlavo a L = 5 vpravo.
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0

Obr. 7: Grafy pre L = 10 vlavo a L = 100 vpravo.

zmensuje vzdialenost medzi dvoma po sebe idicimi w,,, ¢o je zrejmé zo vztahu

Aw:wnﬂ—w”:@—%:% (36)
Teda ¢im vicsie L, tym viac hodnot w (a tym padom aj vlastnych hodnot)
sa nachadza na danom tseku, resp. vzdialenost medzi dvoma vlastnymi hod-
notami sa s rasticim L zmensuje limitne az k 0. Takto vlastné hodnoty teda
postupne s rasticim L vypliiaju redlnu os (presnejie jej kladi ¢ast, redlnu
os vypliaji hodnoty w,). Preto mozeme ocakavat, ze pre L — oo dostaneme
kontinuum vlastnych hodnot. NavySe vieme, ndm tento priklad naznacuje,
7e funkcie definované na R intervale mdzeme v istom zmysle chapat ako pe-
riodické funkcie s nekonecénou periédou.

Formalizujme teraz tento pristup. RieSenie rovnice vedenia tepla na ko-
ne¢nom intervale —L < x < L s periodickymi okrajovymi podmienkami je
urcené koeficientami Fourierovho radu za¢iato¢nej podmienky u(z,0) = f(z).
Vieme, 7e ak f(z) je spojitd na L < x < L, tak Fourierov rad tejto funkcie
konverguje na tomto intervale k funkcii f(z). Ak f(z) ma na uvedenom in-
tervale kone¢ny pocet bodov nespojitosti, v bodoch nespojitosti Fourierov
rad konverguje k priemeru hodnét limit zlava a sprava funkcie f(x). Toto
posledné tvrdenie samozrejme plati aj pre spojité funkcie, lebo v bode v
ktorom je funkcia spojita sa limita zlava rovna limite sprava. Ak oznac¢ime
flz=) (f(z+)) limitu f(x) v bode z zlava (sprava), tak

f(ZE—) —; f(f]f—f-) _ i Cne—inﬂm/L

n=—oo

pricom
1 [r :
C, = i/ f(x)emﬂ'z/L dr.
—-L
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V predoslej sume nahradme ¢, (budeme musiet v itegréle premenovat pre-
mennu )

f(x_) —g f([[“f—) _ i i/_i f(u,z,)einmi/L Az efinﬂac/L

n=—0oo

Oznatme w, = . Tieto tvoria diskrétnu mnoZinu hodndt a vzdialenost
dvoch po sebe idicich w, je Aw = 7. w, nazyvame vlnové ¢isla a vyjadrujt
pocet vin na intervale 2 (uvedomme si, Ze f(z) je v tvare Fourierovho radu
sti¢tom vin v tvare sinusov alebo kosinusov). Z w, lahko spoc¢itame vlnovi

dlzku prislugnej vlny, ktora je % Potom % = %—;J, takze predosla rovnost
mozeme prepisat ako
flao)+fa+) < zMu/i \ ion® e i
= f(z)e*n* dx e (37)
2 n:z—oo 2 J_ o

Funkciu f teda mame napisant ako stucet vin istych vinovych dlzok. S ras-
ticim L ziskavame stale viac a viac vlnovych ¢isel, tym padom aj stale viac
moznych vinovych dlzok. Takze pre L — oo, kedy w,, — 0 mozZeme ocakavat,
ze f(z) bude stétom vin vietkych moznych vlnovych dlzok.

Na pravi stranu predoslej rovnosti sa moézeme pozerat ako na stcet ob-
dl7nikov s podstavou Aw a vyskou o= ffL f(x)e™* dz. Pre L — oo, 7a pred-
pokladu, Ze uvedeny integral konverguje, sa tento integral nebude prilig ligit
od o= [ f(z)e™"® dz. TakZe na pravi stranu (37) sa pre L — oo moZeme
pozerat ako na integrélny sucet. Kedze pre L — oo mame Aw — 0 tak
mozeme odhadnit, Ze

f)ftes) _ /“: {% / Z f<x>ewd4 e ds(39)

Tato rovnost nazyvame Fourierova integralna identita a vyraz v hranatych
zatvorkach volame Fourierova transformacia funkcie f(x), ktorej klasické zna-
cenie je

1 > -
Flw)=— x)e™" dz.
@ =5 [ 1@
V (38) vidime, 7e funkciu f(x) mame vyjadrent ako stcet vin vietkych moz-
nych vlnovych dlzok, pricom amplitida viny s vlnovym ¢islom w je urcené

hodnotou Fourierovej transformacie funkcie f(z) v w, t.j. F(w). Ziskali sme
teda Fourierovu transforméciu

FMz%[f@Mﬂ
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a inverzni Fourierovu transforméaciu (pre spojita f(z))
o
f(z) :/ F(w)e ™ dw.
—00
Vratme sa spét k rovnici vedenia tepla na neohrani¢enom intervale
ou 0%u
ot Ox?’
« . [ . k24 . . . . v 1z 2,
U7 sme si povedali, Ze e e~ je rieSenim tejto rovnice pre kazdé realne
¢islo w, preto zo zovseobecneného principu superpozicie mame, ze rieSenim
je funkcia

u(x,t):/ c(w)e e "t duy.

o0

Podiato¢né podmienka u(z,0) = f(z) je splnend, ak

flo) = [ ) d

[e.9]

¢o je presne Fourierova integralna reprezentacia funkcie f(z) a teda c(w) je
Fourierova transformécia funkcie f(x).

c(w)=F(w) = % /OO f(z)e™* dx.

RieSenie u(z,t) je mozné zjednodusit dosadenim c(w) a zdmenou poradia
integrovania.

© 1 9] o )
u(z,t) :/ 2—/ F(T)e™ dze ™m0 duy
—o0 4T J o0
1 OO = OO —iw(z—7T) kw2t =
=3 f(z) e e dw dz
T J - —00
Mozeme si vSimnit, ze

g(I) — / efkatefiwmdw

[e.9]

.. , . L . . —kw? .o v .
je inverzna Fourierova transforméacia funkcie e %", ktorii je mozné pomerne
jednoducho spocitat a



Teda rieSenie rovnice vedenia tepla na neohrani¢enom intervale je

o 1 )2
U(flj', t) = / f(i')mG_(x_J:) /4Kt dx

Vyhoda takéhoto tvaru rieSenia spociva v tom, ze dava priamy vztah rieSenia
od za¢iato¢ného rozlozenia teploty. Z tohoto tvaru mozno vypozorovat, aky
je vplyv hodnoty za¢iato¢nej teploty v Z na hodnotu teploty u(z,t) v danom
bode x a case t. Funkcia

1 _
G(x,t;z,0) = e (@=2)?/4kt

Virkt

je §pecialny pripad (resp. $pecialna hodnota) tzv. Greenovej funkcie rovnice
vedenia tepla na neohranic¢enom intervale.
Poznamka: Diracova ¢ funkcia je ,funkcia“ zvycajne definovana ako

5(1‘):{0 £ #0

oo =0

pricom zaroven splia

/_Z 5(z)dz = 1.

Obytajne sa tiez reprezentuje ako limita postupne sa zuzujucich obdlzniko-
vych funkcii s obsahom 1.

o) = 50 —a<z<a
0 inak

lim,_g uq(z) = ()
Matematicky ¢ patri medzi tzv distribicie. Jej korektna definicia je, ze
to je objekt, ktory splha

| 1@t - a)ds = fia)

Pomocou 4 funkcie sa modeluji napr. impulzy.

Pre t — 0 m4 funkcia g(z) vlastnosti ako Diracova .

Pozrime sa teraz na rovnicu vedenia tepla na neohrani¢enom intervale so
zaiato¢nou podmienkou u(x, 0) = d(z). Fyzikalne by to zodpovedalo situacii,
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ked v ¢ase 0 v bode x = 0 ty¢ prudko ohrejete. KedZe uz vieme, ako vyzeréa
rieSenie, mame hned

e’} 1 . 1
u(x, t) = oz e~ (@=2)? )4kt .. o~/ 4kt
(@:1) /oo ( )\/47rk:t ATkt

Toto riesenie nazyvame fundamentalne rieSenie rovnice vedenia tepla.
Priklad: Vezmime rovnicu vedenia tepla na neohrani¢enom intervale so za-
¢iato¢nou podmienkou

100 >0
u(z,0) = o
0 x>0
RieSenim je
(2.1) 100 o
u(x,t) =
vVAarkt Jo

ktoré jednoduchou substittciou (z = (z — x)/v4kt) mozno previest na tvar

100 [ 2 100 ([ . TV
u(z,t) = — e " dz=— / e’ dz—l—/ e dz|.
VT —x//4kt m 0 0

=@/ Akt g7

Posledna rovnost vyplyva z parnosti integrovanej funkcie. Prvy integral v
zatvorke vieme vy¢islit a je rovny 7/2, a teda mame

00 [o/Vakt

1
u(z,t) = 50 + NG e dz
0

Fourierova transformacia rovnice vedenia tepla

Riesenie rovnice vedenia tepla viedlo k zavedeniu Fourierovej transformacie.
Pomocou samotnej Fourierovej transformécie je vSak mozné néjst rieSenie aj
inym sposobom, a to aplikovanim Fourierovej transformécie na derivaciu.

0.6 Rovnica vedenia tepla na dvojrozmernych
oblastiach

Obdiznikova oblast

Princip odvodenia rovnice vedenia tepla na dvojrozmernej (trojrozmernej)
oblasti je podobny ako v jednorozmernom pripade. Vychadza sa so zakona
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zachovania energie, Cize zmena tepelnej energie v danej oblasti sa rovna sic¢tu
mnozstva tepelnej energie, ktora pretecie cez okraj a mnozstvu tepelnej ener-
gie z vnutornych zd rojov.

Ak ozna¢ime u(z,y,t) rozloZenie teploty v oblasti R v Case t, tak celkova

energia v oblasti R bude
/ / cpudS.
R

Vo viacrozmernom pripade je tok tepelnej energie mozné chapat ako vek-
torové pole. Teda v kazdom bode (z,y) oblasti R je ¢(z,y,t) vektor toku
tepelnej energie. Pokial n oznacuje jednotkovy vektor vonkajsej normaly k
okraju oblasti R, tak mnozstvo tepelného toku ktoré pretecie okrajom ob-
lasti R bude

¢-ndy
OR

Ak oznad¢ime funkciu zdroja vnatornej energie Q(x,y,t), tak zo zakona
zachovania dostaneme

%//chudS:— 8R¢-ﬁdv+//Rst. (39)

Krivkovy integral pre tok mozeme nahradit plosnym vdaka Greenovej vete

8R¢-ﬁd7://Rv-¢ds,

kde
o 0
V<£’0_y>’
Cize
9 0o
V'¢_ax+ay'

Potom rovnost (39) mozeme po nahradeni krivkového integralu plognym,
vymenou derivacie a integralu a presunutim na jednu stranu rovnosti upravit

na tvar
//cp@+v-¢—czd5:o
T
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z ¢oho teda dostavame, 7e integrand musi byt nulovy, a teda

ou
Cpa

Fourierov zédkon vedenia tepla mé pre viacrozmerné oblasti tvar

=-V.p+Q.

¢ = _KOVU/7

a po nahradeni ¢ v predchadzajtcej rovnosti dostaneme rovnicu vedenia tepla
v tvare

Poy = V- (K¢Vu) + Q.

Pre pripad nulovych zdrojov vnutornej energie a konstantnych tepelnych
vlastnosti je rovnicu vedenia tepla mozné upravit na tvar

ou
A v A
5 V- (Vu),
pricom (v dvojrozmernom pripade)
Pu  *u
V . (VU) = @ + a—yz

Teda v tomto pripade je rovnicou vedenia tepla

ou Ou  0*u

— =kl — 4+ —

ot ((9902 8y2)
Vyraz V - (Vu) sa standardne oznacuje V2u a V? sa nazyva Laplaceov ope-
rator.

Na tuplné zadanie tlohy potrebujeme aj v tomto pripade okrajové pod-
mienky a zaciato¢nti podmienku.

Zatiatotna podmienka je zvycajne tvaru u(z,y,0) = f(x,y).

Okrajové podmienky mozeme rozdelit na dva typy — zadana teplota alebo
zadany tok, t.j. u(x,y,t) = g(x,y,t) pre (z,y) € OR alebo Vu-n = h(zx,y,t)
pre (z,y) € OR.

V rovnice je ¢astokrat vhodné pracovat nie v kartezianskych siradniciach,
ale v polarnych. V takom pripade bude mat rovnica vedenia tepla iny tvar,
ktory dostaneme zmenou sturadnic. Rovnica vedenia tepla v polarnych starad-
niciach mé tvar (v = u(r,0,1t))

G [10 (o), 15
ot ror r@r 72 002
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Podme sa pozriet na rieSenia rovnice vedenia tepla pre niektoré jednodu-
ché oblasti.
Priklad: Rovnica vedenia tepla na obdlZnikovej oblasti.

HTadajme rieSenie rovnice vedenia tepla

ou Pu  O%u
— =k — + —
ot ox?  Oy?

na obdlzniku 0 < z < L, 0 < y < H, s okrajovymi podmienkami

a zaciato¢nou podmienkou u(x,y,0) = a(x,y).

Zo zadania vidime, Ze rovnica je homogénna a linedrna a okrajové pod-
mienky st tiez homogénne a linearne. Mo6zeme teda pouzit metodu separacie
premennych. Napisme teda u(z,y,t) = ¢(x,y)h(t).

Po dosadeni do rovnice vedenia tepla dostaneme (nebudem pisat nezavislé
premenné)

dh ¢ 0%
O = (a— * @)

a po odseparovani a zvoleni separa¢nej konstanty mame

1dh 1 (0% 0%
ﬁa—a(@%—y?)“*

Dostavame tak dve rovnice

dh

T —\kh, (40)
P Po
@ + 0_y2 = —\o. (41)

7 okrajovych podmienok pre u ziskame okrajové podmienky pre ¢

¢<Oa y) = 07 ¢<$, 0) = 07
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Rovnica pre ¢ (41) je linedrna, homogénna a okrajové podmienky pre ¢
st linearne a homogénne. Mozeme teda opat pouzit metoédu separacie pre-
mennch na (41), ¢(z,y) = f(x)g(y).

0 f 0%g
— + flz)== = —Af(x .
9Y) 5z + (@) 0 f(@)g(y)
Po odseparovani premennych upravime posledni rovnost na tvar so separac-
nou konstantou p

1d? 1d?
F_ 5 g _

fdz? g dy?
Spolu s (40) tak ziskavame tri rovnice
dh
P \kh
dt ’
d?f
Tz =
d*g

d_y2 =—(A—n)g

s okrajovymi podmienkami pre f a g, ktoré ziskame z okrajovych podmienok
pre ¢

Riegenim rovnice pre h je exponencidlna funkcia h(x) = ce ",

Okrajovy problém pre f ma vlastné ¢isla p, = (%)2 a vlastné funkcie
falz) =sinnmrx/L,n=1,2,....

Pre kazdé vlastné ¢islo p,, mame okrajovy problém pre g, ktorého vlastné
¢isla a vlastné funkcie st pre m =1,2,...

M 2 mmy
A= by = (—) , n(T) = si :
i gn(z) = sin
Potom pre kazdé m, n = 1,2, ... dostavame vlastni hodnotu

mm\ 2 nm\ 2 mm 2
o =i+ () = () + () -
Sucinové rieSenie pre u = ¢(x,y)h(t) = f(x)g(y)h(t) je potom

. nwr . ommy _
umn(l'a Y, t) = S1n T Sin Te kAmnt
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a z principu superpozicie ziskame rieSenie

nwxr . mmwy _
u(z,y,t) 5 E Amnsm—sm 7 —— L e RAmnt,

m=1 n=1

Pre zaciatoént podmienku u(z,y,0) = «a(x,y) vieme koeficienty A,
vyjadrit nasledovnym spdsobom

u(z,y,0 Z ZAmn sin w sin mHﬂy = a(z,y).

m=1 n=1

Vnuitornt sumu oznaé¢me
. nmx
E Ay Sin —

Pre kazdé x je B,,(x) koeficient v sinusovom rade funkcie o

f: B, (z) sin y’

m=1

takze

2
B () = E/o a(z,y) sin m;;y dy

po napisani B,,(z) ako sumy, teda mame

> . nmx mmy
A, Sin —— = S d
n§:1 mn SIN H/ a(x,y) sin Vi Y.

Koeficienty A,,, st teda koeficienty sinusového radu funkcie na pravej strane
poslednej rovnosti, preto

2 (L2 H
Am":Z/ <—/ a(z, y)smmH dy) sin%dw

LH// a(x,y) sin

Podme sa pozriet, ako bude vyzerat rieSenie, ak oblast, na ktorej rieSenie
budeme hladat ma tvar kruhu. Zaujima nas teda rieSenie rovnice

o (P00
ot \oxz  0y2)’
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pricom x? + y? < a? s okrajovou podmienkou
u(z,y,t) =0

na kruznici 22 + y? = a%

V tomto pripade je lepsie pracovat v polarnych stradniciach, ktoré kruh
22 + 9% < a? transformuji na obdlznik 0 < r < a, —7 < § < 7. Po transfor-
mécii suradnic bude mat rovnica vedenia tepla tvar

ou_ [10 (0n) 15

ot |ror \ or r2 00?
pricom u = u(r,0,t). Z okrajovej podmienky v (z,y) ziskame okrajovi pod-
mienku v (7, 0)

u(a, ) = 0.

Potrebujeme okrajové podmienky aj na zvysnych stranéch obdiznika (0, , t),
u(r, —m,t) a u(r, 7, t). V polarnych staradniciach je u(0,0,t) teplota v strede
kruhu. Z fyzikidlnych dévodov mozeme teda predpokladat, ze tato teplota
je ohrani¢end, |u(0,60)| < oco. Kedze v polarnych suradniciach u(r, —m,t) a
u(r, 7, t) zodpovedaju teplotam v tych istych bodoch, musia sa nutne rovnat

u(r, —m, t) = u(r,m,t)

a tiez

du
00

r, 7, t)

(T7 -, t) - %(

z dovodu, Ze aj tepelny tok v tychto bodoch (resp. Tubovolnych okoliach

tychto bodov) je spojity.
Chceme teda riesit

Ou 10 ( Ou) 10
ot "lror\"or ) T 2002

s okrajovymi podmienkami

u(a,d,t) =0,
u(r, —m,t) = u(r,m,t)
ou ou
%(T, —7T,t) = %(T,’]T,t)
|u(0,0)] < oo
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Okrajové podmienky st linearane (aj posledné — linearna kombinécia ohrani-
¢enych funkcii je ohranicend) a prvé tri s homogénne, pouzime teda separa-
ciu premennych, u(r, 6,t) = ¢(r,0)h(t). Po dosadeni do rovnice vedenia tepla
a odseparovani premennych dostaneme separované rovnice (so separa¢nou

konstantou —\)
Ldh 1[10 [ 09 1 9%
===\t |t 555 = A
khdt ¢ |ror \ Or r2 002

Pre ¢asovi zlozku h(t) tak dostavame rovnicu

dh
= = _\kh
dt

a pre priestorovu zlozku ¢(z,y)
10 (o) 18
ror (r50) + g =~

po dalsej separacii ¢(r,0) = f(r)g(0) ziskame (separaént konstantu zvolime
ako u, lebo pre g dostaneme okrajovy problém s periodickymi okrajovymi
podmienkami)

1d’g rd [ df
i A S 2 =
gde? ~ fdr (Tdr> A=
7 ¢oho ziskame rovnice
d2
% = —Hg,

TC% (rj—{) + =) f=0

Rovnica pre g, spolu s okrajovymi podmienkami (ktoré ziskame z peri-
odickych okrajovych podmienok pre u) tvori okrajovy problém

d*g
e —HY,
g(=m) = g(m),
dg dg
@(—W) = @(W)

Vlastné hodnoty pre tento problém st p, = (ZX) =m? m =0,1,2,... a
vlastné funkcie s go(0) = 1, a g,,(#) = cosmb alebo g,,(0) = sinmf pre

m > 0.
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Pre kazdé p,, mame problém pre f

fla) =0,
|f(a)] < o0

Po vydeleni r dostdvame Sturm-Liouvillovu diferenciadlnu rovnicu

ktory nie je regularny Sturm-Liouvillov problém, avSak napriek tomu pre
tento pripad plati nasledovné

e Existuje nekone¢ne vela vlastnych hodnét A,,, a vlastnych funkcii

fmn(r)

e Pre pevne zvolené m si tieto funkcie ortogonélne s vahou r, ¢ize

/a Sy (7) frnns (1) 7 dr = 0, pre ny # no.
0

(a je polomer kruhu).

Rovnicu (PVH) je mozné upravit na tvar (pravidlo pre deriviciu sa¢inu
funkcii)

?f df
2 2 ove
r o3 +7‘—dr + (Arf=m*)f=0

a substiticiou z = v/ Ar, pre A > 0 ziskame Besselovu diferencialnu rovnicu

d*f df
Zdz2+zdz+(z m*)f = 0.

RieSenia tejto rovnice st Besselove funkcie. RozliSujeme dva druhy Besselo-
vych funkcii

e Besselove funkcie 1. druhu J,,(z) — nemaji singularitu v z = 0, t.j.
[Jm(2)] < o0,
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e Besselove funkcie 2. druhu Y;,(2) — maja singularitu v z = 0, t.j. Y;,(2)
st neohranicené v I'ubovolnom okoli bodu z = 0.

Vseobecné riesenie Besselovej rovnice je kombinaciou uvedenych Besselovych
funkcii

F(2/VA) = e1dm(2) + 2V (2).
a spatnou substiticiou pre z dostaneme
f(r)=cal, (\/_7“)+02Y (\/_7’)

Okrajova podmienka |f(0)] < oo nam hovori, Zze uvedené riesenie nemdze
obsahovat Y,,, inak by bolo neohranic¢ené, takze co = 0. Podmienka f(a) =0
nam dava

0= f(a) = c1Ju(Va).

Kedze volba ¢; = 0 by nam dala trividlne rieSenie (f(r) = 0, a teda aj
u=0), pre ¢; # 0 musi J,,(vAa) = 0. To znamena, 7e v/Aa st také hodnoty,
v ktorych J,, je nulové. Oznacme z,,, n-ta takato hodnotu pre .J,,. Potom
Zrn = \/Xa, z ¢oho ziskame vlastné hodnoty

e (22

a vlastné funkcie frn(r) = Jom(VAmnT).
RieSenie pre ¢asova zlozku h je h(t) =e
Vysledné riesenie rovnice vedenia tepla ziskame z principu superpozicie

—Amnkt

u(r,0,t) Z Z ApinIm( mnr) cos m@ e~ Amnkt

m=0 n=1

+ Z Z anJ mn) sinm@ e~ Amnkt

m=1 n=1

Pokial je zadana za¢iatoéna podmienka u(r,6,0) = a(r,0), koeficienty A,,,
a B, sa daja vyjadrit z

u(r, 0,0) Z Z A mnr) cosmb

m=0 n=1

+ ZZanJ mn)smm@

m=1 n=1
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¢o mozeme chépat ako Fourierov rad s koeficientami

> A (N Anr) = Uni(r)

pri cosm#b a

> Buundm(V Amar) = Vin (1)

pri sinmf@. Tieto koeficienty si teda funkcie od zavislé od r a s vyuzitim
ortogonality (s vahou r) Besselovych funkcii potom mame

s Ui (1) T (s Apr) 7

Amn = a
Jo I (V Amnr)? dr
a
B foa Vi (P) T (VAT 7

Iy T (N Anr)? drr

Podobne ako v pripade jednorozmernej rovnice vedenia tepla, mozeme
hladat staciondrne rieSenie viacrozmernej rovnice vedenia tepla. Pre dvoj-
rozmerny pripad mame teda u = u(z,y) nezavisla od ¢asu a rovnica vedenia
tepla prejde na tvar

0’u  0%*u

w2t = (42)

Vyraz % + giyé‘ sa Standardne oznacuje V2u (¢ita sa Laplas u). Rovnicu (42)
nazyvame Laplacova rovnica.

Pod'me hladaf stacionarne riesenie rovnice vedenia tepla na obdlznikovej
oblasti 0 <z < L, 0 <y < H, so zadanymi teplotami na obvode obdlznika.
Riesime teda tlohu

Pu  0u
@ + a—y2 =0,

U(O,y) = gl<y)7 u(x, 0) = fl(x)
u(L,y) = g2(y), u(z, H) = fo(x)

KedZe okrajové podmienky nie s homogénne, neméZeme priamo pouZit me-
todu separacie premennych. AvSak mozeme si uvedomit, ze ak mame rieSenie
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Laplacovej rovnice, ktoré spliia nejaké okrajové podmienky a iné riegenie Lap-
lacovej rovnice spliiajice iné okrajové podmienky, tak sucet tychto dvoch rie-
Seni bude riesenie Laplacovej rovnice, ktoré bude splhat okrajové podmienky,
ktoré su siuc¢tom okrajovych podmienok jednotlivych rieseni.

Idea je teda hladat napisat hladané rieSenie ako sucet Styroch funkcii
u(z,y) = u(z,y) + ua(z,y) + us(x,y) + ug(z,y), pricom chceme, aby kazda
z nich riegila Laplacovu rovnicu a kazda spliiat prave jednu nehomogénnu
podmienku originalnej funkcie. Dostaneme teda styri tlohy:

Pre uy(z,y)

62U1 82U1

ox? + Oy?

:0’

uy(z,0) = fi(x),
ui(z, H) =wu(0,y) = wi(L,y) =0

Pre us(z,y)

62U2 82u2

0x? * Oy?

:0’

ug(z, H) = foz),
us(x,0) = uz(0,y) = us(L,y) =0

Pre us(x,y)

82U3 8QU3

0x? * Oy?

:0’

u3(0,y) = g1(y),
ug(x,0) = us(x, H) = uz(L,y) =0

Pre uy(z,y)

62U4 8QU4

0x? * Oy?

:0’

us(L,y) = g2(y),
ug(x,0) = ug(x, H) = ug(0,y) =0
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N&jdime rieSenie ug, zvySné riesenia sa vypocitaji analogicky.
82u3 82U3
ox? 0y?

=0,

u3(0,9) = g1(y), us(z,0) =0
us(L,y) =0, us(z, H) = 0.

Vidime, ze mame dve homogénne okrajové podmienky pre premennt y, takze
polozime uz(z,y) = h(x)¢(y). Po dosadeni do Laplacovej rovnice a odsepa-
rovani premennych dostaneme
1 d%h 1d?
¢ _

hd2 ¢ dy
kde X je separa¢na konstanta (znamienko pri A sme zvolili tak, Ze v okrajovom
probléme pre ¢ bude vystupovat —\). Z okrajovych podmienok us(z,0) = 0,
ug(z, H) = 0 dostaneme okrajové podmienky pre ¢, ¢(0) =0 a ¢(H) = 0.
Pre ¢ riesime teda okrajova tlohu

d*¢
— L=\
dy?
$(0) =0
o(H) = 0.
Uz vieme, ze vlastné ¢isla takejto ulohy sa A\, = (”—;)2 pren=1,23...a
prislusné vlastné funkcie st ¢, (y) = sin “72.
Rovnica pre h(z) je teraz pre kazdé n = 1,2,3,. ..
d*h
— =M\h 43
dx? (43)

pricom z okrajovej podmienky us(L,y) = 0 dostavame podmienku h(L) = 0.
Kedze vSetky A, st kladné, vSeobecné rieSenie uvedenej rovnice je

h(z) = ¢1 cosh \/ \,x + cosinh /A, z.

Aj ked v principe je mozné pouzit podmienku h(L) = 0 na uréenie vztahu
konstant ¢; a ¢y, jednoduchsi tvar rieSenia dostaneme, ked si uvedomime, Ze
ak h(x) je rieSenie rovnice (43), tak aj h(z—a) pre l'ubovolné realne ¢islo a je
rieSenim rovnice (43). To mozno nahliadnut pouzitim substiticie t(x) = z—a,
vtedy

dh(t) _ dhdt _ dh
de  dtdr dt
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takZe derivacie podl'a z v rovnici (43) je mozné beztrestne nahradit derivaciou
podla t.
Vezmime teda rieSenie v tvare

h(z) = ¢ cosh\/ \,(x — L) 4+ cgsinh \/\,,(x — L

Kedze 0 = h(L) = ¢ cosh(0) + c2sinh(0) = ¢; dostavame rieSenie h,(z) =
cpsinh /A, (x — L) (pre kazdé n dostaneme int rovnicu, a teda aj ind kon-
Stantu ¢y, tieto konStanty sme oznadili ¢,).

Pouzitim principu superpozicie dostaneme rieSenie ug(z,y), ktoré je kom-
binaciou sucinovych rieseni h, ()¢, (y)

— L
uz(z,y) = Z A, sinh mr(g—UH ) sin n;;y

Na ziskanie koeficientov A,, pouzijeme poslednti podmienku u3(0,y) = g1(y),

[e.o]

.. nn(—=L) . nm
us(0.9) = 3 Ay sinh T G TV g )
n=1

Na tento rad sa teda m()ieme pozerat ako na sinusovy rad funkcie g1(y) s
koeficientami A, sinh "8 takze

A, smh— H/ 91y sm—dy,

z ¢oho uz lahko dopoc¢itame A,,.

Ked uz pozname riesenie pre us(z,y), lahko si odvodime tvar zvysnych
rieSeni. Stac¢i si uvedomit, aky okrajovy problém budeme riesit pre ktord
premennt a ¢i pre druht premenni budeme rieSenie postvat alebo nie. Takze
pre ui(x,y) si v§imneme, 7e dve homogénne okrajové podmienky méame pre

TL’TI'CE

premennt z, takze ¢, (x) = sin 2% a homogénna podmienka pre y je uy(z, H),
takze rieSenie pre h (az na nasobok kongtantou) je h,(y) = sinh M Preto

= —H
u(z,y) = ; B,, sinh n( 7 ) sin nzx’
pricom
B sinh (-H) 2 [F f(2) nrT
sin =— sin — dx
L L), "'



ziskame podobnou tvahou ako pri A,,.
Podobne

nwL
Ch h— i
Z sin sin —— 7

tu h,(y) = sinh =, pretoZe us(x,0) = 0 je jedind homogénna podmienka
pre y v y = 0, takze nedochadza k posunu, a dalej

H
G, sinh 2 / o) sin @ da

a nakoniec

x,y) = ZDnsinhn—:ﬁsin%,
n=1

L
D, smhnL:H/ 92(y sin—dy

Podme sa pozriet ako bude vyzerat rieSenie Laplacovej rovnice na oblasti
v tvare kruhu s polomerom a, pricom na ohranicujicej kruznici bude dané
predpisané hodnoty (t.j. fyzikalne hladame stacionarne rozloZenie teploty v
kruhu, ak mame predpisant teplotu na ohrani¢ujicej kruznici).

Zadanie naznacuje, ze bude vyhodné pouzit polarne stradnice. Rie§ime
teda Laplacovu rovnicu v polarnych sauradniciach pre u = u(r,0) a0 < r < a,

—r<0<m.
10 [ou 1 0%u
ror (5)%@20 (44

Body (a, ) v polarnych suradniciach st body kruznice s polomerom a, takze
okrajova podmienka bude u(a,f) = f(0). V polarnych staradniciach teda
riesime rovnicu (44) na obdlzniku. Potrebovali by sme teda e$te podmienky
na zvy$nych stranach obdlznika. Ak si uvedomime, 7e pre dané r body (r, )
a (r,—m) reprezentuju ten isty bod kruznice, tak teplota v tychto bodoch
musi byt rovnaka a zrejme aj tepelny tok v smere # musi byt rovnaky, ¢o
nam dava podmienky

U’(Ta _ﬂ-) = U’(Ta 7T) (45)
ou ou
%(Tv _ﬂ-) = %(Tv 7T). (46)
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To nam naznacuje, 7Ze po separacii premennych dostaneme pre € okrajovy
problém s periodickymi okrajovymi podmienkami.

Nakoniec ostava strana obdlZnika pozostavajica z bodov s polarnymi si-
radnicami (0, ), ¢o je pre kazdé 6 stred kruhu. Tu mozeme predpokladat, ze
hodnota rieSenia v strede kruhu je ohrani¢ena (ak sa na rieSenie pozerame
ako na rozlozenie teploty, tak tato podmienka je rozumna) (0, 6)| < oco.

Ked teraz pouzijeme metodu separacie premennych, u(r,0) = ¢(0)G(r),
dostaneme po odseparovani a zavedeni separacnej konstanty

rd (dG\ = 1d’¢ )
Gdr \dr )  ¢do>

Z okrajovych podmienok (45) a (46) ziskame okrajové podmienky pre ¢
a tak ziskame okrajovy problém s periodickymi okrajovymi podmienkami

0% B
o = M
o(—) = ¢(m)
o, _ 49

29 (") = 2p(7)

ktorého vlastné hodnoty si A, =
funkcie s sinnf, cosné pre n >0
pre n = 0.

Pre funkciu G dostavame rovnicu

rd [ dG ,
55(’“%)”71—"7

2
T2E+T§—H2GZO

dr? dr

%)2 =n?pren = 0,1,2,... a vlastné
1 (resp. TubovoIna nenulova konstanta)

resp. po uprave

To je Eulerova rovnica, ktorej rieSenie je mozné najst v tvare G(r) = r?. Po
dosadeni tohoto vyrazu do rovnice ziskame rovnicu pre p a kazdé r

p(p—1)+p—n’r’ =0

z toho p> —n?=0,atedap=dnpren#0ap=0 pren =0.
Pre n # 0 dostavame dve linedrne nezéavislé rieSenia r™ a r~

vSeobecné rieSenie pre n > 0 je G(r) = ¢1,,r" + conr™ ™.

" a teda
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Pre n = 0 je jedno riegenie 7° = 1, ¢iZe rieSenim je Tubovolna kongtanta.

Druhé nezéavislé riesenie pre n = 0 dostaneme z priamo z rovnice

rd (TE):M:O

G dr dr
d dG
Z =) =0
dr <T dr)
aG  _
rYr— =
dr 2
dG ¢
dr 7
G—01+EQIDT
Mame teda
Gr) = C1+cGlnr akn=20
Ciar" +capr™™ akn=1,23,...

Vdaka podmienke |u(0,60)] < oo, ktord vdaka tomu ze ¢, si ohranifené
znamend, ze |G(r)| < oo, dostavame, ze c; = 0 a ¢ = 0, pretoze v opa¢nom
pripade by G(r) bola v okoli 0 neohrani¢ena. Cize

G(T):{El akn=20

car” akn=1,2,3,...
Vysledné stcinové rieSenie je potom

u(r,0) = Ag + Z A,r" cosnl + B,r" sinnf

n=1

Zo zaciato¢nej podmienky potom dostaneme

u(a,d) = f(0) = Ag + Z Apa” cosnb + B,a" sinnf

n=1

a rad na pravej strane je Fourierov rad pre ktorého koeficienty platia vztahy

1 ™
Ao_%/_ﬂf(é))de

1 ™
Apa” = —/ f(0) cosnb do
™ —T

1 ™
Bpa" = —/ f(0) sinnb do
T J_x
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pre n > 0.

Priklad: Najdite rieSenie Laplacovej rovnice zvonku kruhovej oblasti s po-
lomerom a a hodnotami na okraji danymi funkciou u(a,) = f(f) = In2 +
4 cos 36.

Riesenie: Dané oblast je v polarnych sdradniciach uréend nerovnostami
r > a, —7m < 0 < 7 (nalrtnite si obrazok) - je to nekone¢ny pés, zlava
ohrani¢eny priamkou r = a, zhora a zdola priamkami § = +7). Okrajova
podmienka je zo zadania u(a, ) = f(#). Pre horny a dolny okraj budu platit
periodické okrajové podmienky z podobnych dévodov ako v predoslej casti.
Posledna podmienka bude |u(r, 8)| < oo pre r — oo (opét pre pripad teploty
neotakavame neohranicenost v nekonec¢ne). Riesime teda ulohu

10 [Ou 1 9%u
2 Z= [ — > <<
ror (87“) +T2 002 0, rza -msfsmw (47)

s okrajovymi podmienkami

u(a,0) = f(0)
u(r, —m) = u(r,m)
du d

u
@(Ta _ﬂ-) - _e(rv 7T)
|u(r,0)| < oo, pre r — oo

Po pouziti metody separacie premennych u(r, ) = ¢(0)G(r) dostavame
pre ¢ rovnaki okrajovi tlohu ako v predoslej casti, takze mame

cosnfl, akn >0
Mo=n%n=0,12,... On(0) = ¢ sinnh, akn >0
1, akn=20

Rovnica pre G bude opét Eulerova rovnica pre n =0,1,2, ...,

Takze vSeobecné rieSenie je

Gr) = CL+ G lnr akn=20
Ciar" +copr™™ akn=1,23,...

z okrajovej podmienky |u(r,6)| < oo pre r — oo dostdvame podobne ako v
predoslom pripade |G(r)| < oo pre r — co. Kedze |Inr| — oo pre r — oo a
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ak n > 0 tak ™ — oo pre r — oo v G(r) musi byt ¢, = 0 a ¢; = 0. Takze

c kn=20
G(T‘) _ C1 aK n
conr " akn=1,2,3,...

7 toho dostavame vSeobecné rieSenie

u(r,0) = Ag + Z A,r~" cosnf + B,r " sinnf

n=1

so zaciatoc¢nej podmienky mame

u(a, ) = Ag + Z A,a " cosnb + B,a "sinnf = In2 + 4 cos 30

n=1
a vidime, ze
AO =1In 2,
Asa™3 =4, a A, =0pren #3,
B, =0,pre vietky n =1,2,3, ...

Takze rieSenie je
u(r,8) = In2 + 4ar~2 cos 36.
Veta o strednej hodnote
Uvazujme Laplacovu rovnicu
Viu=0
na kruhovej oblasti r < a, —m < ¢ < pi, s okrajovou podmienkou u(a, ) =
f(0).
V predoslej casti sme odvodili, Ze rieSenim je funkcia
u(r,0) = Z A,r" cosnf + Z B,r" sinnf
n=0 n=1
pricom
Ao = ! / ' f(0)do
7 or _,,
1 ™
Apa”™ = —/ f(6) cosnb do
™ —T

1 ™
Bpa™ = —/ f(0)sinnd db.
™ —T
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Po dosadeni » = 0 do rieSenia, ziskame

u(0,0) = Ay = —— /W £(6)do

2 ),

Inymi slovami v teplota v strede kruhu je presne priemerna teplota pozdlz
okraja kruhu.

Tento fakt plati vSeobecnejSie pre Iubovolnu oblast R v nasledovnej
forme: Ak u je riefenie V?u = 0 s danymi hodnotami na f(z) na okraji
OR oblasti R a bod ag € R je stredom kruhu D,,, ktory cely lezi v oblasti
R, tak u(ap) je integralny priemer funkcie u(x) na hranici kruhu 0D,,.

Cize volne povedané pre pripad stacionarneho rozlozenia teploty v ob-
lasti R, teplota v Tubovolnom bode oblasti R je rovna priemernej teplote na
Tubovolnej kruznici so stredom v ag leziacej vnttri oblasti R.

Princip maxima

Je vlastne dosledkom vety o strednej hodnote. Princip maxima hovori, Ze ne-
konstantné rieSenie Laplacovej rovnice nemoéze mat maximum vnttri oblasti
R. Takze nekonstantné riesenie V2u = 0 m4 rieSenie len na OR.

Nazna¢ime dovod, preco je to tak. Ak by v bode P z vnutra oblasti R
bolo maximum rieSenia, vezmime kruh Dp so stredom v bode P, ktory cely
lezi v oblasti R. Kedze v hodnota rieSenia v bode P je priemerom hodnét na
okraji 0Dp, ale zaroven v P je maximélna hodnota, musi byt v celom kruhu
rovnakd hodnota ako v bode P, t.j. rieSenie musi byt v celom tomto kruhu
konstantné. Potom ale rieenie je konstantné pozdlz Tubovolnej cesty medzi
bodom P aTubovolnym inym bodom oblasti R — sta¢i uvazovat vhodné kruhy
pozdlz cesty a pre kazdy zopakovaf Predogly argument. Takto ale ukazeme,
ze uvazované rieSenie je konstantné vnitri oblasti R, ¢ize ak by rieSenie malo
maximum vnutri oblasti R, tak je nutne konstanté.

Zrejme ak u je rieSenie rovnice V2?u = 0, tak —u je tiez riefenim a ak v
bode P mé v maximum, tak v bode P m& —u minimum, a teda maximum a
minimum moze rieSenie Laplacovej rovnice dosahovat len na okraji oblasti.

RieSenie V?u je jednoznaéné a spojite zavisi na nehomogénnych
datach

Nech u je rieSenie V2u = 0 na oblasti R s u = f(z) na okraji oblasti a v je
rieSenie V20 = 0 na oblasti R s v = g(x) na okraji oblasti. Potom w = u — v
je riesenim V2w = 0 s w = f(z) — g(x) na okraji oblasti. Z principu maxima
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(a minima) dostavame

min(f(z) = g()) < w < max(f(z) - g(z))
z ¢oho Tahko odvodime, Ze

max |w| = max |u — v| < max|f(z) — g(z)|.

Takze ak max |f(x) — g(z)| < €, tak max|u — v| < €, z ¢oho vidno spojita
zévislost rieSenia od nehomogénnych dat (ak sa zaciatoéné podmienky f a g
ligia len maélo, tak sa malo liSia aj rieSenia).

Jednoznacnost sa ukaze podobne. Ak u a v st rieSenie Laplacovej rovnice s
okrajovou podmienkou u = v = f(x) na okraji oblasti, tak funkcia w = u—wv
je rieSenim Laplacovej rovnice s okrajovou podmienkou w = 0 na okraji
oblasti. Potom ale z principu maxima dostéavame, ze 0 < w < 0, ¢ize w = 0,
atedau—v =0,z ¢ohou=nw.

Podmienky riesitel'nosti

Vezmime rovnicu V2u = 0 na dvojrozmernej oblasti a dvakrat ju zintegrujme.

Dostaneme
0://v2ud52//v-(vu)d5: Vu - ndl
R R AR

kde n je jednotkovy vektor vonkajSej normély k hranici oblasti. Tato rovnost
plati prave vtedy, ked Vu-n = 0 na OR. VSimnime si ale, ze ¢ = —KoVu-n
je tepelny tok. TakZze V2u = 0 ma rieSenie prave vtedy, ked celkovy tepelny
tok pozdlz hranice je nulovy.

Priklad: (Uloha, ktorej rieSenie nezavisi spojite na nehomogénnych datach)
Uvazujme tlohu

ou d%u
- = <z <
ot 0x?’ Oszs<l
u(0,t) = u(L,t) =0
u(r,0) = f(z).

Pouzitim metédy separicie premennych spocitame, 7Ze rieSenie je

nmtTx k(nﬁ>2t

u(z,t) = Z A, sin ¢ o
n=0
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s koeficientami

/ f(z sin@dx

Ozna¢me v’ rieSenie predoslej tlohy s pozmenenou zaciato¢nou podmien-
kou pre nejaké prirodzené ¢islo m

1 mmx
0) = f(z) + —si
u(z,0) = f(z) — sin
Potom max |f(z) + L sin 22 — f(z)| = L &ize zatiatotné podmienky sa pre

velké m lisia len malo
Ak v8ak spocitame koeficienty rieSenia pre pozmenenu zadiato¢nd pod-
mienku, dostaneme

r=1m.

0, r#m
A;:AML{l

m

a teda rieSenie pre tito zaciatocnt podmienku je

Z Ausin "TEMCENT L g I ()"
m L

2 2
AvSak max |u — u| = max |t sin ™e k) = %ek(%) * je pre velké m

(t.j. pre blizke zac¢iato¢né podmienky) velkeé.

0.7 VlInova rovnica

Odvodenie

Uvazujme natiahnutt strunu v stacionarnej pozicii s vhodne upevnenymi
koncami. Pre odvodenie vlnovej rovnice budeme predpokladat ze sklon struny
pri kmitani bude maly. Vdaka tomu mézeme zanedbat horizontalnu zlozku
vychylky bodov struny. Budeme teda predpokladat, ze body struny sa po-
hybuja vertikidlne. Polohu bodu z vo vertikdlnom smere v ¢ase ¢ oznacime
y = u(x,t).

Vezmime maly (infinitezimalny) tsek struny medzi = a = + Az. Nech
hustota struny je po(x). Hmotnost vybraného tiseku struny je potom priblizne
po(x)Ax. Zrychlenie je dané podsobiacimi silami, takze pouzijeme Newtonov
zakon F' = ma.
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Y= U(CL?t)

Obr. 8: Pre maly sklon struny, je mozné zanedbat horizontélnu zlozku v
premiestnenia bodu struny.

Potrebujeme teda poznat sily pésobiace na dany tusek, pricom vzhladom
na predo$la poznamku, stac¢i skimat len vertikalne zlozky tychto sil.

Ak predpokladame, Ze struna je idealne pruzna, potom sila, ktorou pésobi
zvy$Sok struny na konce vybraného tiseku posobi v smere doty¢nice k strune
v tychto koncoch. Velkost tejto sily oznadime T'(z,t). Dalej ozna¢me 6(z, t)
uhol, ktory zviera dotycnica k strune v danom bode s vodorovnou priamkou
(osou x). Pomocou tohoto uhla je potom mozné ziskat vertikilne komponenty
sil.

Ak y je vychylka bodu z struny v ¢ase t tak smernicu doty¢nice v tomto
Oy — Ou xiy

vychylenom bode je mozné spocitat ako tanf(xz,t), ale tiez ako 5% = 5%, ¢ize
dy ou
—~ =tanf(x,t) = —
ox (z,1) ox

Z Newtonovho pohybového zakona dostaneme, Zze hmotnost po(x)Ax tiseku
vynéasobené druhou derivaciou vertikalnej polohy bodu (y = wu(z,t)) podla
Casu sa rovnd vyslednej sile posobiacej na tsek struny, ¢o si vertikalne kom-
ponenty napdtovych (tahovych?) sil a vertikidlne komponenty d'alsich sil po-
sobiacich na strunu (napriklad gravitacna sila), ¢ize dostavame rovnost

0%y

po(x)AxW =T(z+ Ax,t)sinf(z + Az, t) — T(x,t)sin(z,t) + po(x)AzQ(x,1).
Q(z,t) oznacuje velkost vertikdlneho komponentu sily posobiacej na jednotku
hmotnosti struny.
Vydelenim Az a limitnym prechodom Az — 0 dostaneme
Pu 0

po(0) 5y = [T, t)sin B, )] + po(2) Qi ).
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@
x

O
T+ Ax

Obr. 9: Sily posobiace na kratky tsek struny. Vychylka je prehnana kvoli
zobrazeniu uhlov 0. T'(x,t) su dlzky vyznacenych vektorov.

KedZe na zaciatku sme predpokladali len maly sklon struny, tak
ou

ox

a po nahradeni v predoslej rovnosti dostavame rovnicu

9*u 0 ou

i) =2 [T(x,wa—x] T 0(@)Q(a, ).

sinf(x,t) ~ tan f(z,t) =

V pripade malych vychyliek mozeme pre idedlne pruznt strunu povazovat
T(x,t) za konStantna, T'(z,t) = Ty. V tom pripade dostavame

0*u 0*u
Po(ﬂf)w = TO@ + po(2)Q(x, 1).

Ak jedina vonkajsia sila je gravitacia Q(x,t) = —g, pricom v pripade velmi
napnutej struny je Tg% > —g, takze () mozeme v takom pripade zanedbat
a dostaneme
0%u 0%u
)= = 1=
(@) g = Toge

resp. po vydeleni py(z) a polozeni ¢ = T,/ po(z)

Pu 0%

o~ o
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Oznacenie ¢ = Ty/po(z) je motivované jednotkami uvedeného podielu.
Ty je sila, ¢ize Tolkgm s™2], po(x)[kgm™1] je hustota (jednorozmerna), takze
ich podiel m4 jednotku [m?s2], ¢o je vlastne druha mocnina rychlosti. V
pripade homogénnej struny je hustota konstantna a teda aj ¢ je konsStanta.

Okrajové podmienky

Podobne ako v pripade rovnice vedenia tepla, rieSenie vinovej rovnice bude
zévisiet od obmedzeni danych na koncoch struny. Prvy typ okrajovych pod-
mienok st podmienky, ktoré urcuju pohyb koncov struny vo vertikdlnom
smere. Pre strunu dlzky L, ktorej konce st x = 0 a z = L st to

U(O,t) = f(t)v U(Lat) = g(t)'

Pre $pecialny pripad f(z) = g(x) = 0 dostavame strunu s pevnymi koncami.

ZaujimavejSie okrajové podmienky dostaneme, ak je koniec struny pri-
pevneny na nejaky dynamicky systém. Tento typ podmienok ilustrujeme na
priklade, ked koniec struny je upevneny na mechanicky oscilator (struna—
zévazie, spring—mass system, S—-M).

Predpokladajme, Ze koniec struny z = 0 je upevneny na zavazie takého
mechanického oscilatora, ktorého pohyb je viazany vo vertikdlnom smere.
DIzku nenatiahnutej pruziny ozna¢me [ a vychylku zavazia (a tym padom aj
vychylku konca struny) oznac¢ime y(t) = u(0,t). Potom z Hookovho zakona
a Newtonovho zdkona vieme, ze

d?y

m-rg = —kly(t) = y:(t) - 1] + dalsie sily, (48)

kde m je hmotnost zavazia a y,(t) je poloha upevnenia pruziny (na opacnej
strane neZ je zavaZie), ktora sa tieZ moze menit v Case.

Na zavazie pdsobi kmitajica struna silou v smere doty¢nice k strune v
bode = = 0, ktorej velkost vo vertikdlnom smere je 7(0,¢)sin6(0,t), ¢o je
mozné v pripade malého sklonu struny na okraji opat nahradit

T(0,t)sin6(0,t) ~ Ty tan 6(0,t) = TO%(O,IS)

Preto (48) mozeme prepisat na tvar (y(t) = u(0,1))

0%u ou
m——(0,t) = —k[u(0,t) — y,(t) — ] + To—=(0, ) + dalsie sil

0,6) = —K[u(0,2) — y(8) — [ + Ty (0,1 y
V $pecidlnom pripade ked dalsie posobiace sily st nulové a zavazie je dosta-
tocne malé, takze sily posobiace na zavazie st v rovhovahe (% = 0), ziskame
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Obr. 10: Struna upevnena na dynamicky systém.

nehomogénnu elastickii podmienku

du
x
kde ug(t) = ys(t) +1 je rovnovazna poloha zavazia. Ak ug(t) = 0, teda rovno-
vazna poloha vychylky sihlasi so stacionarnou vychylkou struny, dostavame
homogénnu elasticki podmienku

ou

V pripade takéhoto upevnenia na druhej strane struny mozno odvodit
elastické podmienky

TyS2(L.1) = —K(u(L,t) = us (1)
ou
Tos-(L.1) = —ku(L,1)

Pri tychto podmienkach je dolezité dodrzat znamienka na pravej strane
(+prez =0, — pre z = L).
Dalsim prikladom okrajovych podmienok sa

du ou
%(O,t) =0 alebo 8_30(L’ t)=0.

Vtedy hovorime, Ze prislusny koniec struny je volny. Ttuto volnost treba
chapat tak, Ze koniec struny sa pohybuje vo vertikdlnom smere bez trenia
a inych posobiacich sil. Tieto podmienky sa dajia chapat ako limitny pripad
elastickych podmienok pre &k — 0
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Fixované okraje

Podme sa pozriet na rieSenie vinovej rovnice

0? 0?
_8;;:02_81;7 0<zxz<L
T

s okrajovymi podmienkami

Fyzikalne to zodpoveda kmitajicej strune s pevne upevnenymi nehybnymi
koncami (napriklad struna na gitare pripadne husliach je celkom dobry mo-
del). Na uplné riesenie samozrejme potrebujeme eSte zac¢iato¢ni podmienku.
Pretoze vychaddzame z pohybovej rovnice, potrebujeme dve podmienky — za-
¢iato¢na polohu a zaciato¢ni rychlost

u(r,0) = 7(2). S t) = glo).

KedZe uvedena rovnica je homogénna, linearna a rovnaké vlastnosti maja
aj uvedené okrajové podmienky, mozeme pouzit metodu separicie premen-
nych u(x,t) = ¢(x)h(t). Po odseparovani a volbe separa¢nej konstanty do-
staneme

1 d&*h  1d*¢
cch dt?  ¢da?

z okrajovych podmienok potom dostavame Sturm-Liouvillov problém vlast-
nych ¢isel pre ¢

d*¢
— ==
dg? ¢
$(0) =0
¢(L) =0,
ktorého vlastné ¢isla sa A\, = ("—L”)2 pre n = 1,2,3,... a vlastné¢ funkcie

¢n(z) = sin 7.
Pre h potom dostavame diferencidlne rovnice
d*h
W = —)\nCh
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a kedze A, > 0 pre vSetky pripustné n, vieobecnym rieSenim je

nmct . nmct
+ co SIn

h(t) = ¢ cos 7 7

Z principu superpozicie dostaneme rieSenie vlnovej rovnice v tvare

- t t
u(z,t) = Z (An oS mlr;c + B, sin nzc ) sin memc

n=1

Koeficienty A,, a B, ziskame zo za¢iato¢nych podmienok

u(z,0) = f(z) = gfln Sin?

¢o je sinusovy rad s koeficientami A,,, preto

2 L
Ay = f/o f(z) sin?dw.

7 druhej zaciato¢nej podmienky

ou . _ nmc . nAw
E(LO) =g(x) = ZB —— sin ——

¢o je opét sinusovy rad s koeficientami B, "<, preto

9 L
Bn? = Z/o g(x) sin?dw.

Pri pohlade na rieSenie u(x,t) si moézeme v8imnut, Ze kmitanie struny je
linearnou kombinaciou jednoduchych kmitov

nmwx nmct nmct
sin%(Ancos 7; + B,, sin 72 )

Tieto kmity nazyvame normalne mody. Ich amplitiadu vieme spocitat ako
A2 + B2. Ak fixujeme jeden vnutorny bod struny a vSimneme ¢asovi ¢ast,
tak si mozeme uvedomit, ze kazdy bod struny vykonava jednoduchy kmi-
tavy pohyb s kruhovou frekvenciou (kruhova frekvencia je po¢et kmitov
za 21 jednotiek casu) “F¢, teda frekvencia kmitov je £7 (vydelte kruhovi
frekvenciu ¢islom 27). Tieto frekvencie nazyvame prirodzené frekvencie
(tzv. harmonickeé).
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Pre n = 1 dostavame zakladni frekvenciu, ktorej kruhova frekvencia je
.

Pri aplikacii vy$sie uvedenych faktov pre pripad struny na gitare (hus-
liach, pripadne inych strunovych nastrojoch) méame, ze zdkladna frekven-
cia urcuje zékladnu vysku tonu. VySSie harmonické maja vplyv na farbu
tonu. Tiez si mozeme vsimnut, ze frekvenciu kmitov, a tym padom vysku
tonu moézeme menit v principe dvoma sposobmi. Jedna je zmena konsStanty
c = +/Tov/po a kedze hustotu struny zmenime tazko, tak konstantu c¢ v prin-
cipe menime napinanim struny. Tymto spdsobom zvycajne néstroj ladime.
Druhé& moznost je predlzovanim alebo skracovanim struny, ¢omu na nastroji
zodpoveda samotné hranie, ked strunu skracujeme pouzitim prstov. Podobné
principy fungujt aj pre dychové néstroje, kde zvy¢ajne kmita stlpec vzduchu.

0.8 Viacrozmerna vinova rovnica

Kmitajica membrana

Nech u = u(x,y,t). Vlnova rovnica v 2D ma tvar

Pu 5 (OPu Du
ot? or?  Oy?
Fyzikalne opisuje kmitanie tenkej, vhodne upevnenej membrany. Sposob upev-

nenia je urceny okrajovymi podmienkami. V tejto casti sa pozrieme na pripad
membrany obdlznikového tvaru, s nepohyblivymi stranami,

u(0,y,t) =0, u(z,0,t) =0
u(L,y,t) =0, u(z, H,t) = 0.

a zaciato¢nou polohou a rychlostou

u(r,y,0) = a(z,y)
ou

E(x7y70) - 5(x7y)

Ked7ze rovnica je linearna a homogénna rovnako ako aj okrajové pod-
mienky, pouzijeme metodu separacie premennych, u(x,y,t) = ¢(x,y)h(t).
Po odseparovani vol'be separa¢nej konStanty dostaneme rovnice

&h )
ﬁ = —)\C h
00 0%
02 + oy? —¢
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s okrajovymi podmienkami pre ¢

¢(0,y) =0, ¢(x,0) =0
o(L,y) =0, ¢z, H) =0
Na rovnicu pre ¢ je mozné opit aplikovat metodu separicie premennych s

é(z,y) = f(x)g(y) a separa¢nou konstantou p. Po odseparovani dostaneme
rovnice

d*f
i
s okrajovymi podmienkami
f(0)=0 f(L)=0
a
d*g
d_yg =—(A—n)g

s okrajovymi podmienkami
9(0) =0 g(H) = 0.

Rovnica pre f je klasicky S-L okrajovy problém, takze vieme, ze f a u st

2
u,;(”%) Con=1,23,... (49)
fn(x) = sin ? (50)

Pre kazdé pripustné n je potom rovnica pre g tiez S-L okrajovy problém
s vlastnymi ¢islami A\ — p,,. Takze pre g dostavame

mm 2
)\mn_ n:<_> y =1 2,3,...
7 I m m
(y) = sin Y
9m\Y H

potom

nm\ 2 mi 2
= () + (57 )
Z rovnice pre h vdaka tomu, Ze \,,, > 0 dostavame rieSenie

h(t) = c1 cos ey Adpmnt + ca sin e/ A t.
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Potom vysledné rieSenie je

u(z,y,t) Z Z A, sin ne sin Hy cos c\/ Amnt

m=1n=1
2 nmwx mmy
+ mz:l ; B, sin I sin I sin cv/ Ayt

zo zaciatocnej podmienky

(flf ya Z (Z Amn sin @> sin m];_Ty = Oé(l',y)

m=1 \n=1

dostaneme

o [H
ZAmn sin @ = ﬁ/o a(z,y)sin m};ry dy

a preto

2 (M2 (7
Am":Z/ {—/ a(x, y)smmHy dy] sin?dm

mmy mrxdd
LH xysmHsmL ydx

Analogickym postupom VyuZitim druhej zac¢iato¢nej podmienky ziskame vztah
pre koeficienty B,,.,

4 L H
C\//\mann:ﬁ/o /0 5(9E,y)sinm[;r sin?dydx

Z tvaru u(z,y,t) ziskame podobne a v jednorozmernom pripade mody
vibracii
nwr . mmny

<Amn cos ¢/ Amnt + By sinc )\mnt> sin < sin 7

Uzlové krivky modu st mnoziny bodov, ktoré nekmitaja. Z predpisu pre mod
vidno, Ze st to body (z,y), pre ktoré sin %% = 0 a sin “7¥ = 0. Pre pripad
obdlZnikovej membrany st uzlové krivky tsecky rovnobezné so stranami ob-
dlznika, ktoré rozdeluji obdlznik na n ¢asti vo vodorovnom smere a m ¢asti
vo zvislom smere.

V predchéadzajicom rieSeni sme videli, ze vyraz

. nmx . mmy
sin —— sin
L H
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je rieSenim rovnice

&h )
ﬁ = —/\C h
0% 9%
02 + oy? —A¢

s prislusnymi nulovymi okrajovymi podmienkami. V kompaktnejsej forme (a
vSeobecnejsej forme) sa tato rovnica da napisat v tvare

V2 + Ao =0

a nazyva sa Helmholtzova rovnica. Okrajové podmienky maja pre oblast R
v rovine tvar

ap+bVep-n=0
Vlastnosti rieseni Helmholtzovej rovnice maja vlastnosti podobné S-L rovnici
1. VSetky vlastné hodnoty su reélne,

2. Existuje nekone¢ne vela vlastnych hodnot, pricom existuje najmensia
a neexistuje najvicsia vlastna hodnota.

3. K jednej vlastnej hodnote moze prislichat viac vlastnych funkcii (roz-
diel oproti S-L)

4. Vlastnymi funkciami mozeme reprezentovat Tubovolni po ¢astiach hladku
funkciu v zmysle

f(x,y) = Zawﬁ(x,y)

A

pricom v bodoch nespojitosti rad konverguje k priemeru limit zlava a
sprava.

5. Vlastné funkcie prislichajice roznym vlastnym hodnotam st ortogo-
nalne s vahou o = 1.

// Dr O, dxdy = 0, A1 # Ao
R

Navyse rozne vlastné funkcie prislichajuce tej istej vlastnej hodnote je
mozné ortogonalizovat. Takze systém vsetkych vlastnych funkcii mo-
zeme povazovat za ortogonélny systém funkcii.
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6. Vztah medzi vlastnou hodnotou A a k nej prislichajicou vlastnou fun-
kciou je urceny Raileigho kvocientom, ktory v 2D je

_ — $p V- nds + [[3 Ve drdy
ffR &2 dx dy

Priamym dosledkom 6. pre V2¢ + ¢ = 0 s ¢ = 0 na celej hranici oblasti R
je ze A > 0.
V nami poc¢itanom pripade mame

A

2 2
= — (nz mr)? ¢d res > de
1o A = Ao = ( 7 ) + ( 77 ) st redlne pre kazdé m a n.
2. Mame nekonecne vela \,,,, najmensia je A\

3. )\41 = )\22 a

T . 27y
sin
L H

. . Admy . 2
sin — sin sin
L H

5. Dosledkom je moznost vyjadrenia koeficientov v rieseni
= Z area
A

priamo ako dvojné integraly

//Rfﬁb,\idxdy:;a,\//R¢A¢)\i=a,\i//R¢?\idxdy

Kmitanie kruhovej membrany

V tomto pripade uvazujeme vlnovii rovnicu na kruhu s polomerom a, takze
bude vyhodné pouzit polarne stradnice. Postup je velmi podobny rieSeniu
rovnice vedenia tepla na kruhovej oblasti, takze vyklad trochu urychlime.

*u 9o

w =C V u
s okrajovou podmienkou

u(a,0,t) =0,

a zaciato¢nymi podmienkami

ou

a(r,@,()) = B(r,0).
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Po separacii u(r,0,t) = ¢(r,0)h(t) dostaneme opit rovnice

&h ,
ﬁ = —>\C h

a Helmholtzovu rovnicu v polarnom tvare
rd¢ 1 82¢
+ Xp = 0.
r@r(&r)+ 2(‘392 ¢=

Pouzijeme d'algiu separaciu ¢(r,0) = f(r)g(0) so separacnou konStantou p, z
ktorej odvodime rovnice

d?qg
W = —Hg,

df 2 _
dr( d)+W —m)f=0

Pre rovnicu pre g podobnou tvahou ako pri rieSeni rovnice vedenia tepla
ziskame periodické okrajové podmienky

g(=m) = g(m)
dg dg
2 = ()

Jednu okrajovi podmienku pre f mame z podmienky, 7Ze na ohranic¢uji-
cej kruznici je hodnota u(a,d,t) nulova, a preto f(a) = 0. Druht okrajova
podmienku mozno zvolit ako |f(r)| < oo z fyzikilnych dovodov.

Potom rovnica z pre g s danymi okrajovymi podmienkami mame

,um:mQ, m=20,1,2,...

sinmd,
gm(0) = {

cosmb

Rovnicu pre f je mozné transformovat na Besselovu rovnicu radu m
d : 9 U
2=+ z—+(z"—m")f =0, z=VAr

z ktorej ziskame rieSenia pre f

F(r) = 1 Jm(VAF) + eV (VAr).
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Kedze |f(r)] < oo a Y, je neohrani¢ena (J,, je ohrani¢end), tak f(r) =
¢1Jm(VA1). Z okrajovej podmienky f(a) = 0 potom mame, Ze

Zinn | 2
a
kde z,, je n-ta nula funkcie J,,(z).
Vseobecné rieSenie pre h je opét

h(t) = ¢1 cos Vet + ¢y sin VAct.

Kruhovo symetricky pripad

HTadajme rieSenie vlnovej rovnice na kruhovej oblasti, ktoré nezavisi od uhla
0, w = u(r,t). Potom prislusna parcialna diferencialna rovnica bude mat v

polarnych siradniciach tvar
Pu 20 [ Ou
- = r—
ot? r or \ Or

Ako okrajovii podmienku opét vezmeme u(a,t) = 0, t.j. membrana je upev-
nend na okraji. Zaciato¢né podmienky st u(r,0) = a(r), 3%(r,0) = 8(r).
Metodou separécie premennych s u(r,t) = ¢(r)h(t) ziskame rovnice

d*h

W = —/\C2t,

d ( do B

s okrajovou podmienkou ¢(a) = 0 (a |¢(0)| = 0) z teorie S-L rovnic je zname,
Ze pre tento okrajovy problém je A > 0, takze substiticiou v Ar = z ziskame
rovnicu Besselovu rovnicu radu 0

¢ do
2 2

Preto vSeobecné riesenie pre ¢ je
o(r) = Cljo(\/XT) + CQYO(\/XT)

z ohranienosti ¢ v 7 = 0 dostavame ¢, = 0. Preto ¢(r) = ¢1Jo(v/Ar).
Z okrajovej podmienky ¢(a) = ¢1Jo(v/Aa) = 0 dostavame, Ze ), =
kde z, je n-ta nula funkcie Jy(2).

(=),
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Vysledné riesenie vinovej rovnice je potom

u(r,t) = Z AnJo(v/Aar) cos ey/ At
n=1
+ Z BnJO(\/)\_nr) sin C\/)\_nt
n=1

Zo zaciato¢nych podmienok potom ziskame hodnoty A, a B, s vyuZitim
ortogonality Besselovych funkcii s vahou r

u(r,0) = ZAnJo(\/A_nT) = a(r),

preto
4 o a(r) Jo(v/ Apr)r dr
" Iy Jo(VAur)?rdr
a

B foa B(r)Jo(v/ Anr)r dr
C\//\_an B foa Jo(v/ Anr)2r dr

0.9 Numerické metédy

V predoslych castiach sme videli pouzitie metdédy separacie premennych na
hTadanie rieseni niektorych PDR na geometricky pomerne jednoduchych ob-
lastiach. V pripade, Ze oblast v ktorej hladame rieSenie je zloZitejSia tato
metoda nie je velmi pouzitelna. V zlozitejSich pripadoch sa preto pouzivaju
numerické metody hladania rieSeni PDR. Predstavime si dve zédkladné — me-
todu konec¢nych diferencii a metdédu konecnych prvkov.

Metbéda konec¢nych diferencii

Myslienka met6dy konec¢nych diferencii vychadza z aproximacie derivacie di-
ferenciami. Definiény obor funkcie rozdelime na kone¢ny pocet tisekov (zvy-
¢ajne) rovnakej dlzky Az. Existuje viacero spdsobov ako aproximovat deri-
vaciu diferenciami:

1. Dopredné diferencia




2. Spatné diferencia

f(z0) — f(wo — Ax)

f'(0) = Ax

3. Centrovana diferencia (v principe aritmeticky priemer doprednej a spét-
nej diferencie)

F(0) ~ flzo + Ax)2;wf(zo — Azx)

V pripade derivécii vyssich radov s vyuzitim aproximacii pre f'(zo + Az) a
f(xg — Ax) vieme ziskat aproximaciu druhej derivacie

" _ J(xo + Azx) = 2f(x0) + f(zo — Ax)
f (CEO) ~ (Ax)Q :

Podobne mézeme aproximovat aj parcidlne derivacie, napriklad pre fun-
kciu dvoch premennych u(z,y) a centrovana diferenciu dostéavame.

du _u(wo + A, y) — u(wg — A, yo)
%(‘rmy(]) ~ IAT
@< ) ~ u(@o, yo + Ay) — u(wo, yo — Ay)
By Lo, Yo) ~ IN

S vyuzitim aproximéacie druhej derivicie vieme potom aproximovat aj Lap-
lacov operator aplikovany na funkciu u(z, y)

Pu  O*u

VZU _ + %U(xo + Ax; yO) - QU(.T(), yO) + U(CEO - AI? ?/0)
ox?  0y? (Az)?
4 u(xo, yo + Ay) — 2u(xo, yo) + u(xo, yo — Ay)
(Ay)?

V pripade, ze Ax = Ay, uvedent aproximéciu mozno prepisat na tvar

u(xo + Az, yo) + u(zo — Az, yo) + u(xo, yo + Ay) + u(xo, yo — Ay) — 4u(xo, yo)
(Ax)?

V2u ~

Princip pouzitia na rieSenie PDR je v principe jednoduchy. Derivacie sa
nahradia diferenciami, a namiesto parcidlnej diferencialnej rovnice dostaneme
parcidlnu diferenc¢nid rovnicu. Z nej potom odvodime numericki schému. Po-
stup si ukdzeme na priklade jednorozmernej rovnice vedenia tepla na intervale
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(0, L).

o _ P

ot Ox?
u(0,t) = 0,
u(L,t) =0,
u(z,0) = f(z).

Kedze u je funkcia dvoch nezavislych premennych x a t, zvolime dlzku delenia
Ax a At aj pre x aj pre t. Zrejme by sme chceli Az a At ¢o najmensie
aviak uvidime, ze volba prili§ malych hodnét pre dizky tsekov méze sposobit
neprimerané prediZenie doby vypoctu.

Ak pouzijeme dopredni diferenciu na aproximéciu ¢asovej derivacie, par-
cialnu diferencidlnu rovnicu aproximujeme

u(xo,to + At) ku(xo + Az, tg) — 2u(xo, to) + u(zg — Az, to)
At - Ax

(51)

Ak rozdelime interval (0, L) rovnomerne na N rovnakych tisekov, hodnota
Az bude

L
Ar = —.
N
Ozna¢me potom z; = jAz.

Vyvoj teploty budeme pocitat v nejakom ¢asovom useku, ktory tiez dis-
kretizujeme, t.j. budeme pocitat teplotu v konkrétnych ¢asoch t,, = mAt.
Budt nés teda zaujimat hodnoty u(x;, t,,). Ozna¢me u(z;,t,,) = ugm). Potom
ak prepiseme (51) v novom znaceni a nahradime ~ symbolom =, dostaneme
parcialnu diferen¢nt rovnicu

(m+1) (m) (m) (m) (m)
w" " — ujm _ kuﬁl — 2ujm + ujTl

j
At Az

a zaciato¢nu podmienku a okrajové podmienky mozeme prepisat ako

Wl = flx;),  j=0,1,2,...,N

u(()m) =0, pre kazdé m
u§$”‘) =0, pre kazdé m.
V diferen¢nej rovnici si mozeme viimnut, Ze hodnotu teploty v ¢ase t,,11
v bode z; vieme spocitat z hodnot teplot v ¢ase ¢ v bodoch z;_1, x; a 41,

teda po uprave
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m+1 m m m m
(m+1) :ug )+s(u§-+% —2u§ )+u§-7%)
= sul™, + (1 — 2s)ul™ + sul), (52)
pricom
At
s = k(Am)Q (53)
7 toho potom dostavame, Ze
s(Az)?
At =
/{; 7

¢ize hodnota parametra s uréuje dlzku tseku delenia ¢asovej premennej. V
pripade nami ziskanej schémy musi s < %, v opa¢nom pripade je schéma ne-
stabilna a neziskame rieSenie. Taktiez si mozeme v§imnut, ze At zavisi priamo
timerne od druhej mocniny Ax. Takze ak mame husté delenie priestorovej
premennej, potrebujeme zvolit At velmi malé, napriklad pre Az = 0,001 je
At = 0,000001s/k takze aby sme ziskali rozumné rieSenie, dany ¢asovy usek
budeme musiet rozdelit na velmi vela ¢asti, ¢o spomaluje vypocet
Vyjadrenie (52) umoziuje vytvorit maticovi reprezentaciu uvedenej schémy.

Ak vytvorime stipcovy vektor z hodnot ugm), j=1,...,N — 1 ako stlp-

covy vektor U™ potom stlpcovy vektor U™+ s hodnotami ug-mﬂ), j =
1,..., N — 1 dostaneme vynasobenim prvého vektora Stvorcovou trojdiago-
nalnou maticou, s 1 — 2s na diagonale a s nad a pod diagonalou.
1—2s S 0 0
S 1—2s S 0
A= 0 S 1—2s 0
0 e 0 s 1—2s

Potom riesenie v kazdom (diskrétnom) ¢ase je mozné najst pohodlne po-
mocou nasobenia uvedenou maticou

U — AU(O), U2 — Ay® = A2U(0), .

Vyssie sme spomenuli, Ze nevyhodou tejto schémy je nestabilita pri zlej
vol'be s (resp. At). Jednou zo schém, ktoré tymto neduhom netrpia je Crankova-
Nicholsonova schéma, ktora ma tvar

(m+1) _ (m) (m) (m) o, (m)  (m+1) (m+1) 4, (m+1)
U; — Uy _ E Uy — 216]- + U; 1 i Uiy = — 2“9‘ + Uj—1
At 2 (Ax)? (Az)?
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t3
(©) () @ ©) (%) () () () ()
to u(m-H)
J
(@) (%) () @ (] @ @ @ @
t1 (m) (m) (m)
U; Uy Ujyr
—0 O O O O O O O O
x9 =021 2 oy = L

(m)

Obr. 11: Hodnota u{™™ sa spocita ako vhodna kombinéacia hodnot u; i,

J
u§-m), ugﬂ, teda ak poznadme hodnotu teploty v ¢ase t,, pre tri susedné body,

vieme spocitat teplotu v ¢ase t,,.1 pre jeden bod.

Ak tu oznac¢ime opitf s = kAt/(Az)? tak tato schéma je stabilna pre kazdé
s. Nevyhodou je zlozitejsi vypocet, pretoze na ziskanie hodnot v case ¢,,11 je
nutné pocitat systém linearnych rovnic

0.10 Numerické metédy

Metéda koneénych prvkov

Pri metode kone¢nych prvkov hladame aproximéciu rieSenia pouzitim kom-
binéacie kone¢ného poctu funkcii. Uvedend metddu si predstavime na priklade
Poissonovej rovnice s neznamou funkciou u = u(x, y).

Viu = f($7y)

pricom u = 0 na hranici nejakej dopredu danej oblasti.
Zvolime si koneény pocet tzv. testovacich funkeii T;(z,y) (to, ako volit
testovacie funkcie si ukadzeme neskor), ktoré spliaji okrajovi podmienku a
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tQQ d (27,+1) 8z+1) .(m+1) I ? P
j—1 j Ujt1
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Ty = 021 T2 TN = L

Obr. 12: Na vypocet hodnoty ug-mﬂ) (zeleny bod) je potrebné poznat hodnoty

v ¢ervenych bodoch. Kedze ale hodnoty v ¢ase t,,1 nepozname, z tejto
schémy ziskame N — 2 rovnic s N — 2 neznamymi (okrajové podmienky v xg
a xy pozname, preto N — 2) a ich riesenim ziskame hodnoty u v ¢ase t,,1.

rieSenie budeme hladat v tvare

T,y) = ZUjTj{xvy)’
j=1

kde U; st zatial nezname redlne ¢isla. Zrejme takto zvolené "rieSenie"nemozeme
jednoducho dosadit do povodnej rovnice. Povodnu rovnicu najskor transfor-
mujeme na tvar, ktory sa nazyva slaba forma PDR. Princip transformécie je
nasledovny.

Povodnt rovnicu prendsobime testovacou funkciou a zintegrujeme

V2uT f(z,y)T. (54)

//VQquA / f(z,y)T; dA (55)

V - (T;Vu) = T;V2u + VT - Vu

Zo vztahu
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vyjadrime T;V?u a dosadime do (55)

//Rv'<Tivu)_VE'V“dA—//Rf(JJ,y)EdA (56)

Vyuzitim Greenovej vety

//V-BdA:% B-nds
R AR

moZeme Tavi stranu (56) napisat ako

7{ ﬂands—//Vﬂ-VudA:/ fT; dA
OR R

a kedze T; st nulové na hranici oblasti (okrajova podmienka), krivkovy in-
tegral na lavej strane bude nulovy a vysledné slaba forma danej PDR bude

//RVTi-VudA:—//RfTidA.

Zrejme ak wu je rieSenim povodnej Poissonovej rovnice, tak je aj rieSenim
slabej formy. Ak vSak teraz dosadime u = U do slabej formy, dostaneme po

kratkej aprave
ZUj//v:n-v:rjdAz—//mdA (57)
j=1 R R

V tomto poslednom vyraze pozname T, T a f, nezame st ¢isla U;. Oznacme

Kij://VTi-VTjdA
R

FZ»——//RfTidA

Potom ¢isla K;; definuji maticu K = (K;;) (tzv. matica tuhosti — stiffness
matrix) a ak F' = (F}) je vektor pozostavajuci z ¢isel F; a U = (U;), tak (57)
je mozné zapisat v maticovom tvare jednoducho ako

KU =F.

RieSenim tejto maticovej rovnice ziskame hodnoty Us.
Ostéva vyriesit otéazku volby testovacich funkcii. Ak by sme poznali or-
togonalne vlastné funkcie ¢;

v2¢i = )\iasiv
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V tomto pripade pre ¢ # j je K;; = 0 a matica K je preto diagonalna. V
takom pripade je potom jednoduché ziskat U;: U; = F;/ K.

Vlastné funkcie v§ak pre vSeobecnu oblast pozname malokedy.

Ukazku volby testovacich funkcii si predvedieme na oblasti z obrazka 13
a nase zadanie (0 na okraji). Dant oblast najskor triangulizujeme (rozdelime
na trojuholniky, obr. 14). Testovacie funkcie potom zvolime tak, 7e v i-tom
vniatornom bode, ktory je vrcholom trojuholnika bude testovacia funkcia mat
hodnotu 1, v ostatnych vnitornych bodoch, ktoré st vrcholmi trojuholnika
bude mat hodnotu 0 a zvy$né hodnoty sa doplnia tak, aby graf tvorili ¢asti
rovin (trojuholniky) urcené prislusnymi susednymi tromi bodmi (obr. 15)

N
7

Obr. 13: Oblast rieSenia

Obr. 14: Triangulizicia oblasti rieSenia
Vyhodou tejto volby je, ze ak body (z;,y;) a (x;,y;) nie st susedné (nie st
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Obr. 15: Priklad testovacej funkcie T7(x1, y1)

spojené hranou), stcin prislusnych, vyssie uvedenym sposobom vytvorenych
testovacich funkcii bude 0 a na prisluSnom mieste matice K bude 0. Pri veImi
hustej triangulacii bude teda véc¢Sina prvkov matice K rovna 0.

0.11 Komplexné funkcie

Komplexné funkcia je funkcia ktorej defini¢ny obor a obor hodnét su (pod)mnoziny

komplexnych ¢isel. Pre S C C, f : .S — C oznacuje funkciu z podmonziny
komplexnych ¢isel S do mnoziny komplexnych ¢isel C.

Priklad: Funkcia f: C — C, f(z) = 2%

Mnoho vlastnosti funkcii ostava rovnakych ako v pripade realnych funkcii,
podobne ako vypocet limit a derivacii funkcii.

Funkciu f : S — C nazyvame komplexne diferencovatelnou v bode zg, ak
existuje limita

df . flzoth) = f(20)
2z 7o) = fimy h

f je komplexne diferencovatelna na mnozine S ak je komplexne diferencova-
telna v kazdom bode mnoziny S. Bod, v ktorom funkcia nie je diferencova-
telna sa nazyva singularny bod.

Priklad: Derivacia funkcie f : C — C, f(z) = 2? podla premennej z je
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% = 2z. Podobne, ak by f(z) = e” tak % = 2z¢%.

Na komplexné funkcie je niekedy vyhodné nazerat naslednovnym sposo-
bom.

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y),

kde u a v st uz redlne funkcie dvoch realnych premennych.
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