
0.1 Motivácia

Parciálne diferenciálne rovnice sú rovnice, v ktorých je neznámou funkcia
viacerých premenných, a táto funkcia sa v rovnici vyskytuje v parciálnej
derivácii. Ako príklad môºeme uvies´ rovnicu

∂2u

∂t2
− 2

∂u

∂x
= 0

s neznámou funkciou u = u(x, t) dvoch premenných x a t.
Parciálne diferenciálne rovnice majú ve©ké vyuºitie pri modelovaní mno-

hých fyzikálnych dejov napríklad v akustike, geofyzike, kvantovej mechanike,
aerodynamike a ¤al²ích technických a fyzikálnych oblastiach (obrázky, prí-
klady, animácie?).

V tomto kurze si predstavíme a odvodíme niektoré ²peciálne typy parciál-
nych diferenciálnych rovníc. Ukáºeme si, ako v niektorých prípadoch nájs´
analytické rie²enie. Predstavíme si tieº niektoré numerické metódy, ktoré
umoº¬ujú vyuºitie výpo£tovej techniky pri h©adaní rie²ení parciálnych di-
ferenciálnych rovníc.

Ako prvý konkrétny typ parciálnej diferenciálnej rovnice si predstavíme
rovnicu vedenia tepla, ktorú si navy²e odvodíme z nieko©kých fyzikálnych
princípov.

0.2 Rovnica vedenia tepla

Majme homogénnu ty£ kon²tantného prierezu, ktorá bola zohriata tak, ºe
distribúcia tepoloty na ty£i zodpovedá priebehu grafu na obrázku 1.

Obr. 1: Rozloºenie teploty (£ervená krivka) na homogénnej ty£i kon²tantného
prierezu (modrá úse£ka).
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Po£iato£né rozloºenie teploty zodpovedá funkcii u(x, 0) = f(x). To £o nás
zaujíma je vývoj teploty v £ase u(x, t).

To ako bude vývoj teploty vyzera´ zrejme závisí od mnohých ¤al²ích
podmienok. Iný bude ak celá ty£ bude tepelne izolovaná a iný ak je umoºnený
únik tepla do okolia. Pre jednoduchos´ uvaºujme ºe celá ty£ je izolovaná, £iºe
ºiadne teplo neuniká do okolia. Ak si spomenieme na fyzikálny princíp, ºe
teplo prechádza z teplej²ích telies na chladnej²ie a £ím je rozdiel teplôt vy²²í,
tým rýchlej²ie sa teplo prená²a, ©ahko si uvedomíme, ºe zmena teploty v £ase
bude zrejme nejako závisie´ od rozloºenia teploty a jej lokálnych zmien. Tým
pádom ak u(x, t) je teplota v £ase t, vieme, ºe ∂u

∂t
nejako závisí od ∂u

∂x
.

Po tomto neformálnom rozbore sa pustíme do konkrétneho odvodenia
rovnice ur£ujúcej vy²²ie spomínaný vz´ah. Ke¤ºe teplota je prejavom tepla
a teplo je vlastne forma energie, budeme najskôr pracova´ s energiou.

Uvaºujme ty£ kon²tantného prierezu s obsahom A a d¨ºkou L, ktorá je
orientovaná v smere osi x. Predpokladajme, ºe v danom priereze sú v²etky
tepelné vlastnosti ty£e rovnaké, £iºe ty£ sa správa ako jednorozmerný objekt.
Taktieº tepelne izolujme plá²´ uvaºovanej ty£e, £ím zabránime úniku tepla
cez plá²´.

Zave¤me pojem hustoty tepelnej energie. Hustota tepelnej energie
e(x, t) je mnoºstvo tepelnej energie na jednotku objemu. Môºeme si v²imnú´,
ºe hustota tepelnej energie závisí od x a t.

Obr. 2: Ty£ a vyzna£ený úsek.

Ak zvolíme na ty£i úsek medzi x a x+∆x a ak na tomto úseku je hustota
tepelnej energie kon²tantná, mnoºstvo tepelnej energie v tomto úseku bude
sú£inom objemu tohoto úseku a hustoty tepelnej energie na tomto úseku.
V prípade, ºe hustota tepelnej energie nie je kon²tantná, môºeme zvoli´ do-
stato£ne krátky úsek. V tom prípade dostaneme pribliºne hodnotu tepelnej
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energie v danom úseku ako

tepelná energia ≈ e(x, t)A∆x (1)

Pozrime sa, ako sa v danom úseku môºe zmeni´ energia v £ase. Plá²´ sme
zaizolovali, takºe energia sa môºe zmeni´ len cez krajné podstavy x a x +
∆x alebo v¤aka nejakému vnútornému zdroju energie. Potom miera zmeny
tepelnej energie v danom úseku za jednotku £asu je sú£tom energie, ktorá
prite£ie a odte£ie cez krajné podstavy za jednotku £asu a príspevku energie
z vnútorného zdroja za jednotku £asu.

Zmena tepelnej energie v £ase pre dostato£ne malý úsek je z (1)

∂

∂t
[e(x, t)A∆x] (2)

Formalizujme teraz jednotlivé príspevky ku zmene celkovej tepelnej ener-
gie. K tomu si najskôr zade�nujeme pojem tepelného toku.

Tepelný tok ϕ(x, t) je mnoºstvo energie ktoré prejde jednotkovou plo-
chou v jednom smere za jednotku £asu. Pre na²e ú£ely zavedieme nasledovnú

Obr. 3: Tok energie cez úsek ty£e

konvenciu. Tepelný tok bude kladný, práve vtedy ke¤ energia prúdi v klad-
nom smere osi x (²tandardne z©ava doprava), v opa£nom prípade bude tok
záporný. Potom celková tepelná energia, ktorá prete£ie cez okraje tenkého
úseku za jednotku £asu bude

ϕ(x, t)A− ϕ(x+∆x, t)A

Do celkovej zmeny energie môºu e²te prispieva´ vnútorné zdroje, ktoré
súhrnne ozna£íme ako funkciu Q(x, t) a bude to mnoºstvo vygenerovanej
tepelnej energie na jednotku objemu za jednotku £asu.
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Celková zmena tepelnej energie je teda

∂

∂t
[e(x, t)A∆x] ≈ ϕ(x, t)A− ϕ(x+∆x, t)A+Q(x, t)A∆x (3)

Ak predpokladáme, ºe pre ∆x → 0 chyba aproximácie (3) konverguje k
0, dostaneme vydelením A∆x a limitným prechodom

∂e

∂t
= lim

∆x→0

ϕ(x, t)− ϕ(x+∆x, t)

∆x
+Q(x, t).

Limita na pravej strane je presne parciálna derivácia −ϕ pod©a x, takºe
dostávame

∂e

∂t
= −∂ϕ

∂x
+Q(x, t) (4)

Pri tomto postupe máme samozrejme problém, ºe o chybe aproximácie v
podstate ni£ nevieme. Tento nedostatok je moºné obís´ trochu iným postu-
pom.

Namiesto malého úseku ty£e medzi x a x+∆x vezmime úsek ©ubovo©nej
kone£nej d¨ºky od a po b.

Obr. 4: �ubovo©ný úsek

Ak e(x, t) je funkcia hustoty energie na ty£i, celková tepelná energia vo
zvolenom úseku (a, b) bude ∫ b

a

e(x, t)Adx.

Toto je uº funkcia závislá len od t a zmena celkovej energie v úseku sa spo£íta
podobne ako v prípade malého úseku vy²²ie. Bude to sú£et celkového toku
na okrajoch a príspevku z vnútorných zdrojov, £iºe

d

dt

∫ b

a

e(x, t)Adx = ϕ(a, t)A− ϕ(b, t)A+

∫ b

a

Q(x, t)Adx
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resp. po vydelení A

d

dt

∫ b

a

e(x, t) dx = ϕ(a, t)− ϕ(b, t) +

∫ b

a

Q(x, t) dx (5)

Zo známych vz´ahov z analýzy máme pre spojité e(x, t) a kon²tantné a a b

d

dt

∫ b

a

e(x, t) dx =

∫ b

a

∂

∂t
e(x, t) dx

a pre spojite diferencovate©né ϕ(x, t)

ϕ(a, t)− ϕ(b, t) = −
∫ b

a

∂

∂x
ϕ(x, t) dx

Dosadením do (5) a presunom v²etkého na jednu stranu dostaneme∫ b

a

(
∂e

∂t
+

∂ϕ

∂x
−Q

)
dx = 0

Ke¤ºe tento integrál musí by´ nulový pre ©ubovo©nú vo©bu úseku (a, b), po-
merne jednoduchým argumentom dostaneme, ºe integrand musí by´ nulový,
£o po drobnej úprave dáva presne rovnicu (4)

∂e

∂t
= −∂ϕ

∂x
+Q(x, t)

Získali sme teda rovnicu, ktorá ale udáva vz´ah medzi hustotou tepelnej
energie a tepelným tokom. My by sme v²ak potrebovali rovnicu obsahujúcu
ako neznámu funkciu teploty. Otázka teda znie, £i existuje nejaký vz´ah medzi
teplotou u(x, t) a hustotou e(x, t) a tokom ϕ(x, t).

V prípade hustoty tepelnej energie toto spojivo je tepelná kapacita. Te-
pelná kapacita c je mnoºstvo tepelnej energie ktoré treba doda´ jednotke
hmotnosti materiálu, aby jeho teplota stúpla o jednotku. Tepelná kapacita
vo v²eobecnosti závisí od teploty materiálu. Pokia© v²ak rozsah teplôt nie
je príli² ve©ký, môºeme tepelnú kapacitu povaºova´ za nezávislú od teploty.
V na²om modeli budeme e²te navy²e poºadova´, ºe ty£ môºe by´ zloºená z
rôznych materiálov a vtom prípade tepelná kapacita bude funkciou x, £iºe
c = c(x). Ve©mi £asto v²ak budeme po£íta´ s ty£ou z jedného materiálu. V
tom prípade tepelná kapacita c bude kon²tantná.

Uº vieme, ºe mnoºstvo tepelnej energie v tenkom reze je (zhruba) e(x, t)A∆x.
Na druhej strane je to tieº mnoºstvo tepelnej energie, ktoré je treba doda´
rezu, aby sa ohrial z referen£nej teploty 0◦ na poºadovanú teplotu u(x, t).
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Potom mnoºstvo tepelnej energie na jednotku hmotnosti je c(x)u(x, t). Na
ur£enie hmotnosti úseku ty£e pouºijeme hustotu materiálu ρ(x), ktorú bu-
deme povaºova´ za funkciu závislú od x v prípade ty£e zloºenej z nehomogén-
neho materiálu. Potom celková hmotnos´ úseku je ρ(x)A∆x a celková tepelná
energia v tenkom reze je c(x)u(x, t)ρ(x)A∆x. Takºe dostávame

e(x, t)A∆x = c(x)u(x, t)ρ(x)A∆x

a po zjednodu²ení získame

e(x, t) = c(x)u(x, t)ρ(x).

Takto vyjadrenú hustotu tepelnej energie môºeme dosadi´ do rovnice (4), £ím
získame

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
= −∂ϕ

∂x
+Q. (6)

Ostáva nahradi´ vhodným spôsobom tepelný tok. Na to vyuºijeme vz´ah
pochádzajúci od Fouriera, ktorým formalizoval nasledujúce kvalitatívne vlast-
nosti tepelného toku:

1. Ak je teplota v nejakej oblasti kon²tantná tepelný tok je nulový.

2. Pri rozdiele teplôt prúdi tepelná energia z teplej²ej oblasti do chladnej-
²ej

3. �ím vy²²í rozdiel teplôt (vzh©adom na jeden materiál), tým vy²²í tok
tepelnej energie.

4. Tok tepelnej energie je rozdielny pre rôzne materiály aj v prípade rov-
nakého teplotného rozdielu.

Spomínaný vz´ah sa nazýva Fourierov zákon vedenia tepla a má tvar

ϕ = −K0
∂u

∂x
. (7)

Z tejto rovnice vidíme, ºe tepelný tok je úmerný zmene teploty. Ak teplota
je rastúca funkcia vzh©adom na x, jej parciálna derivácia pod©a x je kladná
a teplota je vä£²ia v smere osi x, preto tepelný tok musí by´ orientovaný
sprava do©ava, preto vo vz´ahu (7) vystupuje znamienko mínus. Koe�cient
K0 nazývame koe�cient tepelnej vodivosti a meria schopnos´ materiálu vies´
teplo. K0 závisí od konkrétneho materiálu a vo v²eobecnosti závisí aj od
teploty. Podobne ako v prípade tepelnej kapacity, nebudeme závislos´ od
teploty bra´ do úvahy a vo v²eobecnosti K0 = K0(x) bude funkciou x.
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Teraz uº môºeme nahradi´ aj tepelný tok ϕ v rovnici (6). Tak dostaneme
rovnicu vedenia tepla

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
K0

∂u

∂x

)
+Q. (8)

Zdroje tepla zahrnuté v Q zvy£ajne povaºujeme za známe. V prípade, ºe
ρ, c a K0 sú kon²tantné a Q = 0, po jednoduchej úprave dostaneme

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

kde kon²tanta k = K0

cρ
sa nazýva koe�cient tepelnej difúzie.

Rovnica vedenia tepla s nulovými zdrojmi tepla a kon²tantnými tepelnými
vlastnos´ami je rovnica tvaru

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
(9)

V prípade oby£ajných diferenciálnych rovníc, napríklad pri výpo£te dráhy
hmotného bodu je potrebné pozna´ po£iato£nú polohu a po£iato£nú rýchlos´
a príslu²ná diferenciálna rovnica ur£í polohu bodu. Podobne v prípade rovnice
vedenia tepla potrebujeme pozna´ za£iato£né rozdelenie teploty (zvy£ajne v
£ase t=0)

u(x, 0) = f(x) (10)

ke¤ºe v rovnici vedenia tepla vystupuje jedna £asová derivácia. Rovnos´ (10)
nazývame za£iato£ná podmienka. Samotná za£iato£ná podmienka ale nesta£í
na predikciu vývoja teploty. Na to potrebujeme e²te pozna´, £o sa deje na
koncoch ty£e x = 0 a x = L. Tu existuje nieko©ko moºností ²peci�kácie sprá-
vania sa teploty a tieto podmienky nazývame okrajové podmienky. V rovnici
vedenia tepla vystupuje druhá derivácia pod©a priestorovej premennej, takºe
potrebujeme pozna´ dve podmienky. Tieto ur£ujeme spravidla na koncoch.

Predpísaná teplota Jeden typ okrajovej podmienky je daný predpísaním
teploty na okraji v závislosti od £asu, £iºe

u(0, t) = uB(t)

ur£uje správanie teploty v mieste x = 0. Podobným spôsobom je moºné zada´
teplotu aj v x = L.
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Predpísaný tepelný tok Zodpovedá zadaniu ϕ v (7), £o zodpovedá za-
daniu prvej derivácie teploty pod©a x v x = 0 resp. x = L.

∂u

∂x
(0, t) = ϕ(t). (11)

Nulový tepelný tok na hranici fyzikálne zodpovedá ideálne izolovanému okraju,
príslu²ná podmienka je vtedy

∂u

∂x
(0, t) = 0. (12)

Newtonov zákon ochladzovania Pre fyzikálne realistickej²í scenár kon-
taktu ty£e s odtekajúcou tekutinou nemoºno dobre pouºi´ ani predpísanú
teplotu ani predpísaný tepelný tok. V takejto situácii odchádzajúce teplo z
ty£e ohreje tekutinu a táto tekutina prúdením odvedie toto teplo pre£. Sa-
mozrejme, v blízkosti ty£e bude tekutina teplej²ia. Ako dobrá aproximácia
sa ukazuje závislos´ tepelného toku na okraji x = 0 a rozdielu teploty ty£e a
predpísanej teploty vonkaj²ej teploty v tvare

−K0(0)
∂u

∂x
(0, t) = −H[u(0, t)− uB(t)].

Tento vz´ah sa nazýva Newtonov zákon ochladzovania (NZO) a koe�cient
H ≥ 0 je koe�cient prenosu tepla.

�al²ím rozborom moºno pre x = L ukáza´, ºe Newtonov zákon ochladzo-
vania bude ma´ tvar

−K0(L)
∂u

∂x
(L, t) = H[u(L, t)− uB(t)].

Okrajové podmienky moºno kombinova´, takºe napríklad na jednom okraji
môºe by´ zadaná predpísaná teplota a na druhom okraji môºe by´ predpísaný
tepelný tok.
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Rovnica vedenia tepla

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
K0

∂u

∂x

)
+Q.

Rovnica vedenia tepla s nulovými zdrojmi tepla a kon²tantnými
tepelnými vlastnos´ami

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

Za£iato£ná podmienka

u(x, 0) = f(x)

Okrajové podmienky

(predpísaná teplota) u(0, t) = uB(t)

(predpísaný tepelný tok) −K0(0)
∂u

∂x
(0, t) = ϕ(t)

(NZO pre x=0) −K0(0)
∂u

∂x
(0, t) = −H[u(0, t)− uB(t)]

(NZO pre x=L) −K0(L)
∂u

∂x
(L, t) = H[u(L, t)− uB(t)]

Skôr, neº sa pustíme do rie²enia v²eobecnej rovnice vedenia tepla pozrime
sa na nasledujúci ²peciálny prípad. Predpokladajme, ºe máme ty£ d¨ºky L
bez vnútorných zdrojov tepla, ktorej konce udrºiavame na kon²tantných tep-
lotách

u(0, t) = T1,

u(L, t) = T2.

Skúsenos´ nám nazna£uje, ºe pri po£iato£nom rozloºení teploty u(x, 0) =
f(x) o£akávam, ºe po dostato£ne dlhom £ase dôjde k ustáleniu teploty u(x, t).
Po¤me teda skúsi´ nájs´ také rozloºenie teploty, ktoré sa nebude meni´ v
£ase, £iºe u(x, t) = u(x). Takéto rie²enie nazývame stacionárne rie²enie (t.j.
rie²enie nezávislé na £ase). Ke¤ºe potom ∂u

∂t
= 0 a u je funkciou len jednej

premennej, rovnica vedenia tepla v tomto prípade prejde na tvar

d2u

dx2
= 0 (13)
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s okrajovými podmienkami

u(0) = T1,

u(L) = T2.

Rovnica (13) je oby£ajná diferenciálna rovnica druhého rádu s kon²tantnými
koe�cientami so v²eobecným rie²ením, ktoré získame, ke¤ túto rovnicu dva
krát integrujeme. Dostaneme tak

u(x) = c1x+ c2

Po aplikácii okrajových podmienok získame koe�cienty c1 a c2,

c2 = T1,

c1 =
T2 − T1

L
,

a teda stacionárne rie²enie je

u(x) =
T2 − T1

L
x+ T1

V uvedenom prípade je stacionárnym rie²ením £as´ priamky.

Obr. 5: Stacionárne rie²enie rovnice vedenia tepla ∂u
∂t

= k ∂2u
∂t2

s okrajovými
podmienkami u(0, t) = T1, u(L, t) = T2.

Podobným spôsobom môºeme zisti´ stacionárne rie²enie rovnice vedenia
tepla s okrajovými podmienkami, ktoré ur£ujú tepelný tok na okraji ty£e,
konkrétne pre prípad ty£e s ideálne izolovanými koncami, £iºe nulovým tokom
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na okrajoch

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(L, t) = 0.

Podmienka nezávislosti rie²enia na £ase opä´ vedie na okrajovú úlohu pre
jednoduchú oby£ajnú diferenciálnu rovnicu druhého rádu

d2u

dx2
= 0,

du

dx
(0) = 0,

du

dx
(L) = 0,

ktorej v²eobecné rie²enie je priamka u(x) = c1x + c2. Okrajové podmienky
nám hovoria, ºe táto priamka má ma´ nulový sklon v 0 a L, £iºe rie²ením bude
kon²tantná funkcia. Naozaj, po aplikovaní okrajových podmienok dostaneme,
ºe

u(x) = c1.

Aby sme mohli ur£i´ konkrétnu hodnotu kon²tanty c2, potrebujeme e²te ne-
jakú informáciu navy²e, konkrétne za£iato£né rozloºenie teploty (v²imnime
si, ºe v prípade predpísaných teplôt na okrajoch sme za£iato£nú podmienku
nepotrebovali). Nech teda za£iato£ná teplota je u(x, 0) = f(x). Ke¤ºe ty£
je izolovaná, celková tepelná energia v ty£i musí by´ kon²tantná. Pouºitím
vz´ahu (5), kde e = cρu a ϕ = −K0

∂u
∂x

(pri£om c a ρ povaºujeme za kon²tanty)
a Q = 0 získame

d

dt

∫ L

0

cρu dx = −K0
∂u

∂x
(0) +K0

∂u

∂x
(L) = 0,

£iºe ∫ L

0

cρu dx = c0,

Ty£ je izolovaná, takºe celková energia pri za£iato£nom rozdelení teploty sa
rovná energii v kaºdom £ase, £o sme ukázali, ºe je c0. Celková energia na

11



za£iatku je

cρ

∫ L

0

f(x)dx.

Táto sa musí rovna´ celkovej energii pri rozloºení teploty zodpovedajúcom
stacionárnemu rie²eniu, £o je

cρ

∫ L

0

c1 dx = cρc1L,

£iºe

cρ

∫ L

0

f(x)dx = cρc1L,

a teda

u(x) = c1 =
1

L

∫ L

0

f(x) dx

A výraz na pravej strane je vlastne stredná hodnota po£iato£ného rozloºenia
teploty.

Stacionárne rie²enie rovnice vedenia tepla je rie²enie, ktoré nezávisí
od £asovej premennej.

Stacionárne rie²enie okrajovej úlohy

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

u(0, t) = T1,

u(L, t) = T2

je

u(x) =
T2 − T1

L
x+ T1

12



Stacionárne rie²enie okrajovej úlohy

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(L, t) = 0

so za£iato£nou podmienkou

u(x, 0) = f(x)

je

u(x) =
1

L

∫ L

0

f(x) dx.

0.3 Rie²enie rovnice vedenia tepla na ohrani£e-

nom intervale

V predchádzajúcej £asti sme si odvodili rovnicu vedenia tepla a podmienky
(po£iato£ná, okrajové), za ktorých by sme mali by´ schopní nájs´ jej rie²e-
nie. V tejto £asti si predstavíme metódu, pomocou ktorej budeme schopní
nájs´ rie²enie rovnice vedenia tepla pre homogénnu rovnicu vedenia tepla
s kon²tantnými koe�cientami bez vnútorných zdrojov tepla so ²peciálnymi
okrajovými podmienkami a ²peciálnou za£iato£nou podmienkou. Konkrétne
teda budeme uvaºova´ rovnicu vedenia tepla v tvare

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0 (14)

s okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0 (15)
u(L, t) = 0 (16)

a zatia© v²eobecnou za£iato£nou podmienkou

u(x, 0) = f(x). (17)
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Táto úloha fyzikálne zodpovedá vedeniu tepla v ty£i d¨ºky L kon²tantného
prierezu, s kon²tantnými tepelnými vlastnos´ami, ktorej konce sú udrºiavané
na kon²tantnej teplote 0◦.

0.3.1 Metóda separácie premenných

Ideou predstavenej metódy je h©ada´ rie²enie u(x, t) v tvare sú£inu dvoch
funkcií, pri£om kaºdá z týchto funkcií je funkciou jednej premennej,

u(x, t) = ϕ(x)G(t). (18)

Dosadíme teda (18) do (14). Derivovaním (18) pod©a t a dva krát pod©a x
dostaneme

∂u

∂t
= ϕ(x)

dG

dt
,

∂2u

∂x2
=

d2ϕ

dx2
G(t)

a rovnica (14) prejde na tvar

ϕ(x)
dG

dt
= kG(t)

d2ϕ

dx2
. (19)

V ¬om si v²imneme, ºe môºeme �odseparova´� funkcie závislé od x a od t
tak, aby funkcie jednej konkrétnej premennej boli na jednej strane rovnice.
Kon²tanty moºno v princípe umiestni´ ©ubovo©ne. My si zvolíme nasledovný
tvar po odseparovaní premenných

1

kG

dG

dt
=

1

ϕ

d2ϕ

dx2
. (20)

Na ©avej strane rovnosti máme teda funkciu od t a na pravej funkciu od x.
Ke¤ºe x od t nezávisí a ani t od x nezávisí, z rovnosti (20) dostaneme, ºe
funkcie na oboch stranách tejto rovnosti musia by´ rovné rovnakej kon²tante.
Z istých dôvodov ozna£me túto kon²tantu −λ. Týmto spôsobom sme dostali
z parciálnej diferenciálnej rovnice (14) dve oby£ajné diferenciálne rovnice

1

kG

dG

dt
= −λ

1

ϕ

d2ϕ

dx2
= −λ

14



resp. po úprave

dG

dt
= −λkG (21)

d2ϕ

dx2
= −λϕ (22)

Pozrime sa, £o pre funkcie ϕ a G vieme získa´ z okrajových podmienok
(15) a (16). Z (15) máme ºe ϕ(0)G(t) = 0 pre kaºdé t > 0. To je moºné
práve vtedy, ke¤ ϕ(0) = 0 alebo G(t) = 0 pre v²etky t > 0. V prípade
G(t) = 0 pre v²etky t > 0 hne¤ dostaneme, ºe rie²enie u(x, t) = 0 pre v²etky
x a t je rie²ením rovnice 14 s okrajovými podmienkami (15) a (16). Takéto
rie²enie nazývame triviálnym rie²ením uvedenej parciálnej diferenciálnej rov-
nice s okrajovými podmienkami. Takºe netriviálny prípad môºeme dosta´ pre
ϕ(0) = 0.

Z druhej okrajovej podmienky (16) získame ϕ(L)G(t) = 0 a podobnou
úvahou ako v predo²lom odstavci prídeme k záveru, ºe ϕ(L) = 0.

Pre diferenciálnu rovnicu (21) nemáme tým pádom (zatia©) ºiadne pod-
mienky, zato pre rovnicu (22) sme získali dve okrajové podmienky ϕ(0) = 0
a ϕ(L) = 0.

V²eobecné rie²enie rovnice (21) je dobre známe,

G(t) = ce−λkt, (23)

kde e je Eulerovo £íslo a c je ©ubovo©ná kon²tanta. �asovo závislá zloºka rie-
²enia je teda exponenciálna funkcia. Tu kon²tanta λ ur£uje správanie funkcie
G(t). Zrejme z fyzikálneho h©adiska pri nami namodelovanej situácii neo£aká-
vame exponenciálny rast (ke¤ λ < 0), takºe máme λ ≥ 0. Tento fakt neskôr
vyplynie aj z formálnych argumentov.

Pozrime sa ¤alej na priestorovú zloºku rie²enia, ktorá je ur£ená oby£ajnou
diferenciálnou rovnicou druhého stup¬a (22) s okrajovými podmienkami (tzv.
okrajová úloha),

d2ϕ

dx2
= −λϕ (24)

ϕ(0) = 0 (25)
ϕ(L) = 0 (26)

Na rozdiel od za£iato£nej úlohy (t.j. oby£ajnej diferenciálnej rovnice so za-
£iato£nými podmienkami) pre ktorú je existencia a jednozna£nos´ rie²enia v
princípe zaru£ená, pre okrajové úlohy neexistuje jednoduchá teória, ktorá by
zaru£ovala existenciu a jednozna£nos´ rie²ení takýchto úloh. �o vieme v na-
²om prípade ur£ite poveda´, ºe funkcia ϕ(x) = 0 pre kaºdé x je ur£ite rie²ením
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(24) sp¨¬ajúca (25) a (26). Toto rie²enie voláme triviálne rie²enie okrajovej
úlohy a zodpovedá triviálnemu rie²eniu rovnice vedenia tepla. Otázka je, £i
existujú aj nejaké netriviálne rie²enia uvedenej okrajovej úlohy. Ukáºe sa,
ºe áno, av²ak existencia ¤al²ích rie²ení bude závisie´ od hodnoty kon²tanty
λ. Tieto hodnoty λ nazývame vlastné hodnoty a príslu²né rie²enia okrajovej
úlohy nazývame vlastné funkcie.

V²eobecné rie²enie oby£ajnej diferenciálnej rovnice druhého rádu (24)
spo£ítame ²tandardným spôsobom. Charakteristická rovnica asociovaná s
rovnicou (24) je r2 = −λ. V závislosti od λ dostávame

� dva rýdzo imaginárne korene r = ±i
√
λ ak λ > 0,

� dvojnásobný kore¬ r = 0, ak λ = 0,

� dva rôzne reálne korene r = ±
√
−λ, ak λ < 0.

V²eobecné rie²enie (24) bude potom závisie´ od λ. Pozrime sa na jednotlivé
prípady.

λ > 0 Pre tento prípad máme dve nezávislé rie²enia rovnice (24), ei
√
λx a

e−i
√
λx. Pomerne jednoducho vidno, ºe ©ubovo©ná lineárna kombinácia týchto

rie²ení je tieº rie²enie rovnice (24). Preto z Eulerovho vz´ahu eiφ = cosφ +
i sinφ môºeme v²eobecné rie²enie ϕ rovnice (24) napísa´ v tvare

ϕ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

Z okrajovej podmienky ϕ(0) = 0 dostaneme ºe c1=0, takºe

ϕ(x) = c2 sin
√
λx.

Druhá okrajová podmienka ϕ(L) = 0 vedie k rovnici

0 = c2 sin
√
λL,

£iºe
√
λL = πn, n = 1, 2, . . . ,

a preto vlastné hodnoty sú

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, . . . ,

a vlastná funkcia prislúchajúca vlastnej hodnote λn =
(
nπ
L

)2 je
ϕ(x) = c2 sin

√
λnx = c2 sin

nπ

L
x.
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λ = 0 V tomto prípade rovnica (24) bude

∂2ϕ

∂x2
= 0,

ktorej jej v²eobecné rie²enie je

ϕ = c1 + c2x

Okrajové podmienky ϕ(0) = 0 a ϕ(L) = 0 implikujú c1 = 0 a c2 = 0. Preto v
tomto prípade dostávame len triviálne rie²enie ϕ = 0 a λ = 0 nepovaºujeme
za vlastnú hodnotu.

λ < 0 Dve nezávislé rie²enia rovnice (24) v tomto prípade sú e
√
−λ a e−

√
−λ.

Kvôli zjednodu²eniu zápisu zave¤me substitúciu s = −λ. Potom uvedené
rie²enia budú ma´ tvar e

√
s a e−

√
s, s > 0 a v²eobecné rie²enie bude

ϕ = c1e
√
sx + c2e

−
√
sx.

Kvôli ¤al²ej analýze s vyuºitím faktu, ºe ©ubovo©ná lineárna kombinácia
uvedených rie²ení rovnice (24) je rie²enie rovnice (24) prepí²eme uvedené
v²eobecné rie²enie do iného tvaru. Na to vyuºijeme funkcie hyperbolický
sínus a hyperbolický kosínus

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
,

ktoré sú lineárnymi kombináciami pôvodných exponenciálnych funkcií, a teda
sú tieº rie²ením rovnice (24). Získame tak rie²enie v tvare

ϕ = c3 cosh
√
sx+ c4 cosh

√
sx

Z okrajovej podmienky ϕ(0) = 0 a z faktu, ºe cosh 0 = 1 a sinh 0 = 0
dostaneme c3 = 0 a predpis pre ϕ

ϕ = c4 sinh
√
sx

Z okrajovej podmienky ϕ(L) = 0 získame rovnicu

0 = c4 sinh
√
sL.

Bu¤ je teda c4 = 0 a vtedy je ϕ = 0 triviálne rie²enie, alebo v opa£nom
prípade, ke¤ºe funkcia sinhx je nulová len pre x = 0, ©ahko odvodíme, ºe
s = 0 a opä´ bude ϕ = 0.
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Tým sme ukázali, ºe zaujímavé netriválne rie²enia rovnice (24) dostaneme
len pre λ > 0.

Okrajová úloha

d2ϕ

dx2
= −λϕ

ϕ(0) = 0

ϕ(L) = 0

Vlastné hodnoty

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, . . . ,

Vlastné funkcie

ϕn(x) = c2 sin
nπ

L
x, c2 ∈ R, n = 1, 2, . . . , .

Teraz sa môºeme vráti´ spä´ k rovnici vedenia tepla (14) s okrajovými
podmienkami (15) a (16). Rie²enie sme h©adali metódou separácie premen-
ných v tvare u(x, t) = ϕ(x)G(t). Po dosadení G z (23) a ϕ dostaneme, ºe
rie²ením rovnice vedenia tepla (14) s s okrajovými podmienkami (15) a (16)
je funkcia

u(x, t) = B sin
nπx

L
e−k(nπ/L)2t, B ∈ R, n = 1, 2, . . . . (27)

Samozrejme, rôznou vo©bou n dostaneme rôzne rie²enia.
Zatia© sme nebrali vôbec do úvahy za£iato£nú podmienku. Ak do (27)

dosadíme t = 0, dostaneme

u(x, 0) = B sin
nπx

L
.

Z toho sa môºe zda´, ºe rie²enie uvaºovanej rovnice vedenia tepla s danými
okrajovými podmienkami vieme nájs´ len pre za£iato£nú podmienku ²peciál-
neho tvaru. Môºeme si v²ak uvedomi´ nieko©ko vecí:

� Ak u(x, t) a v(x, t) sú rie²enia rovnice vedenia tepla (14) s okrajovými
podmienkami (15) a (16), tak aj u(x, t) + v(x, t) je rie²ením.

Pomerne jednoducho je vidno, ºe vy²²ie uvedené tvrdenie je moºné roz²íri´
na ©ubovo©ný kone£ný po£et rie²ení uvedenej rovnice vedenia tepla. Ak teda
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vezmeme po£iato£nú podmienku v tvare

u(x, 0) =
M∑
n=1

Bn sin
nπx

L
,

rie²ením problému (14), (15), (16), bude funkcia

u(x, t) =
M∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)2t

�iºe rie²enie rovnice vedenia tepla s okrajovými podmienkami (14), (15), (16)
vieme nájs´ ak za£iato£ná podmienka je v tvare kone£nej lineárnej kombinácie
sínusov.

To v²ak ur£ite nie sú v²etky funkcie, takºe je prirodzená otázka, £o v
prípade, ºe ako za£iato£ná podmienka bude funkcia, ktorá nie je takouto
kone£nou lineárnou kombináciou. V takom prípade nám pomôºe teória Fou-
rierových radov, z ktorej vyplývajú nasledovné fakty

� Kaºdú funkciu f(x) (za ur£itých miernych obmedzení) je moºné apro-
ximova´ kone£nou lineárnou kombináciou sínusov sin nπx

L
.

� Aproximácia sa zlep²uje s rastúcim po£tom £lenov lineárnej kombinácie.

� Pre n → ∞ výsledný goniometrický rad konverguje (za ur£itých pod-
mienok) k pôvodnej funkcii f(x).

Ak prijmeme tieto tvrdenia, potom kaºdú za£iato£nú podmienku vieme za-
písa´ v tvare radu

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L

a rie²enie rovnice vedenia tepla (14) s okrajovými podmienkami (15), (16), s
vy²²ie uvedenou za£iato£nou podmienkou je

u(x, t) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)2t.
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Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-
mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

u(0, t) = 0,

u(L, t) = 0,

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)2t.

Podobným spôsobom sa dá metóda separácie premenných pouºi´ pri rie-
²ení rovnice vedenia tepla s okrajovými podmienkami

∂u

∂x
(0, x) = 0,

∂u

∂x
(L, x) = 0,

Pri rozklade u(x, t) = ϕ(x)G(t) dostaneme pre G(t) rovnakým postupom
ako v predchádzajúcom prípade

G(t) = ce−kλt

Pre ϕ(x) v²ak získame nasledovnú okrajovú úlohu

∂2ϕ

∂x2
= −λϕ,

dϕ

dx
(0) = 0,

dϕ

dx
(L) = 0.

Opä´ je potrebné postupne uvaºova´ λ > 0, λ = 0 a λ < 0.
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V prípade λ > 0 je v²eobecné rie²enie pre ϕ

ϕ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

Derivovaním dostaneme

dϕ

dx
=

√
λ(−c1 sin

√
λx+ c2 cos

√
λx).

Z okrajovej podmienky dϕ
dx
(0) = 0 hne¤ získame c2 = 0. Druhá okrajová

podmienka potom dáva

−
√
λc1 sin

√
λL = 0.

Netriviálne rie²enie dostaneme pre c1 ̸= 0, preto musí by´ sin
√
λL = 0. Z

toho dostaneme vlastné hodnoty

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . .

a vlastné funkcie

ϕ(x) = c1 cos
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

Sú£inové rie²enie potom bude

u(x, t) = A cos
nπx

L
e−k(nπ/L)2t, n = 1, 2, 3, . . . ,

kde A je ©ubovo©ná kon²tanta.
V prípade λ = 0 dostávame okrajovú úlohu, ktorú sme uº v inej súvislosti

rie²ili. Zistili sme, ºe v tomto prípade existuje netriviálne rie²enie, ktorým je
©ubovo©ná kon²tanta

ϕ(x) = c0.

Ke¤ºe pre λ = 0 je £asová zloºka G(t) = c, sú£inové rie²enie je

u(x, t) = A.

Pre λ < 0 sa dá opä´ ukáza´, ºe netriviálne sú£inové rie²enie neexistuje.
Ak si opä´ uvedomíme fakt, ºe aj v tomto prípade sú£et rie²ení je rie²enie,

môºeme rie²enie u(x, t) zapísa´ v tvare

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)2t.
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Po£iato£ná podmienka u(x, 0) = f(x) bude splnená, pokia© f(x) je tvaru

f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
.

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-
mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(L, t) = 0,

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)2t.

Na záver si namodelujme £asový vývoj teploty v tenkom kruhovom prs-
tenci d¨ºky (s obvodom) 2L. Aby sme mohli pouºi´ metódu separácie premen-
ných potrebujeme zrejme pozna´ okrajové podmienky. Tie získame jednodu-
cho tak, ºe prstenec v jednom mieste rozpojíme a budeme sa na¬ pozera´ ako
na priamu tenkú ty£ d¨ºky 2L. Z istých dôvodov súradnice okrajov tejto ty£e
zvolíme −L a L. Ak vezmeme do úvahy, ºe pôvodne táto ty£ tvorila súvislý
prstenec, tak v bodoch −L a L dochádza k ideálnemu tepelnému kontaktu.
To znamená, ºe okrajové teplota aj tepelný tok na okrajoch ty£e −L a L sú
rovnaké, £iºe

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂t
(−L, t) =

∂u

∂t
(L, t).

Tento typ okrajových podmienok nazývame periodické okrajové podmienky.
Celý model uvaºovaného problému teda pozostáva z rovnice vedenia tepla a
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vy²²ie uvedených okrajových podmienok.

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂t
(−L, t) =

∂u

∂t
(L, t).

Rie²enie budeme h©ada´ opä´ v tvare sú£inu u(x, t) = ϕ(x)G(t), pri£om rov-
nako ako v predo²lých prípadoch je G(t) = ce−λkt.

Príslu²ný okrajový problém pre ϕ bude

∂2ϕ

∂x2
= −λϕ

ϕ(−L) = ϕ(L),

dϕ

dx
(−L) =

dϕ

dx
(L).

V²eobecné rie²enie je opä´

ϕ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx

Po aplikácii okrajových podmienok pre λ > 0 získame dve rovnice

c2 sin
√
λx = 0

c1
√
λ sin

√
λx = 0.

Ak teda sin
√
λx ̸= 0, tak c1 = c2 = 0 £ím získame len triviálne rie²enie. V

prípade sin
√
λx dostaneme vlastné hodnoty λ =

(πn
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . ..

Na kon²tanty c1 a c2 v²ak nekladieme ºiadne ¤al²ie podmienky a je moºné
ich voli´ ©ubovo©ne. Preto za vlastné funkcie môºeme povaºova´ funkcie

ϕ(x) = cos
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . .

a

ϕ(x) = sin
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

�ubovo©ná lineárna kombinácia týchto vlastných funkcii (pre danú vlastnú
hodnotu) je samozrejme opä´ vlastná funkcia.

Pomerne jednoducho sa ukáºe ºe pre λ = 0 dostaneme netriviálne rie²enie

ϕ(x) = c1,
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ktoré je tým pádom vlastnou funkciou zodpovedajúcou vlastnej hodnote λ =
0, a ¤alej ºiadne λ < 0 nie je vlastnou funkciou.

Pre kaºdú z vlastných funkcii pre λ > 0 získame sú£inové rie²enie

u(x, t) = cos
nπx

L
e−(nπ/L)2kt

resp.

u(x, t) = sin
nπx

L
e−(nπ/L)2kt

Preto v²eobecné rie²enie rovnice vedenia tepla na kruhovom prstenci bude

u(x, t) = a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
e−(nπ/L)2kt +

∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
e−(nπ/L)2kt.

Po£iato£nú podmienku u(x, 0) = f(x) je moºné splni´, pokia©

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
+

∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
.

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-
mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂x
(−L, t) =

∂u

∂x
(L, t),

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
+

∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)2t +

∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)2t.
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0.4 Ortogonálne systémy funkcií

Pri h©adaní rie²enia rovnice vedenia tepla s vhodnými okrajovými podmien-
kami sme ukázali, ºe jej rie²enie vieme nájs´ priamo, pokia© za£iato£ná pod-
mienka má ²peciálny tvar

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
, (28)

alebo

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
, (29)

prípadne ich kombináciu

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
+Bn sin

nπx

L
. (30)

Tieto podmienky vyzerajú na prvý poh©ad dos´ obmedzujúco. Av²ak v sku-
to£nosti je moºné v tvare uvedených radov vyjadri´ dostato£ne ve©kú triedu
funkcií. Takºe ak uveríme, ºe skoro kaºdú funkciu vieme zapísa´ pomocou
niektorého z vy²²ie uvedených radov, tak to £o potrebujeme nájs´ sú koe�-
cienty An a/alebo Bn. Na ich ur£enie vyuºijeme fakt, ºe mnoºina funkcií
{sin nπx

L
;n = 1, 2, . . .} a {cos nπx

L
;n = 1, 2, . . .} tvoria takzvané ortogonálne

systémy funkcií.
V algebre sa kolmos´ (ortogonalita) dvoch vektorov ur£uje pouºitím ska-

lárneho sú£inu. V trojrozmernom vektorovom priestore V so zvolenou bázou
ortonormálnych vektorov i, j, k sa (²tandardný) skalárny sú£in vektorov
u = u1i+ u2j + u3k a v = v1i+ v2j + v3k spo£íta ako

u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3.

Vektory u a v sú na seba kolmé, ak u · v = 0.
Na vektory u a v sa môºeme pozera´ ako na funkcie U(x) a V (x), kde

x ∈ {1, 2, 3} a U(1) = u1, U(2) = u2, U(3) = u3 a podobne V (1) = v1,
V (2) = v2 a V (3) = v3. Spo£íta´ skalárny sú£in takto chápaných vektorov
teda znamená postupne vynásobi´ hodnoty funkcií pre zodpovedajúce si x a
výsledky s£íta´, symbolicky zapísané

U · V =
3∑

i=1

U(i)V (i).
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Pre �klasické� funkcie f a g s rovnakým de�ni£ným oborom môºeme
de�nova´ skalárny sú£in podobne, len sú£et nahradíme integrovaním, £iºe

f · g =

∫ b

a

f(x)g(x) dx,

samozrejme za predpokladu, ºe daný integrál existuje. Potom môºeme de�-
nova´ kolmos´ dvoch funkcii podobne ako pri vektoroch, teda f je kolmá na
g, ak

f · g = 0.

Systém funkcií {fi; i ∈ J} nazývame ortogonálny systém funkcií, ak
fi · fj = 0 pre i ̸= j.

Pokia© vo vektorovom priestore V zvolíme ortogonálnu bázu b1, b2, b3
(uvedené vektory nemusia ma´ jednotkovú d¨ºku) tak súradnice vektora u =
α1b1 + α2b2 + α3b3 vieme získa´ pouºitím skalárneho sú£inu. Vynásobením
vektora u bázovým vektorom b1 ortogonálnej bázy dostaneme

u · b1 = α1b1 · b1 + α2b2 · b1 + α3b3 · b1.

Potom z otogonality vektorov bi máme b2 · b1 = 0 a b3 · b1 = 0. Takºe

u · b1 = α1b1 · b1,

a preto

α1 =
u · b1
b1 · b1

.

Podobným spôsobom je moºné vyjadri´ súradnice α2 a α3.
Analogicky môºeme vyjadri´ koe�cienty Bn a An z radov (28), (29) a (30).

Platí totiº

∫ L

0

sin
nπx

L
sin

mπx

L
=

{
0 m ̸= n

L/2 m = n.

∫ L

0

cos
nπx

L
cos

mπx

L
=


0 m ̸= n

L/2 m = n ̸= 0.

L m = n = 0.∫ L

−L

sin
nπx

L
cos

mπx

L
= 0.
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Systémy funkcií

{sin nπx

L
;n = 1, 2, 3, . . . ; 0 < x < L}

{cos nπx
L

;n = 0, 1, 2, 3, . . . ; 0 < x < L}

{sin nπx

L
, cos

nπx

L
;n = 0, 1, 2, 3, . . . ;−L < x < L}

sú ortogonálne systémy funkcií.

Z toho sa pomerne jednoducho odvodia vyjadrenia koe�cientov Bn, An v
rie²eniach rovnice vedenia tepla na intervale 0 < x < L s okrajovými pod-
mienkami typu nulová teplota, resp. nulový tok

f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
,

Bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx.

f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
,

A0 =
1

L

∫ L

0

f(x) dx,

An =
2

L

∫ L

0

f(x) cos
nπx

L
dx, n > 0.

V prípade rovnice vedenia tepla na intervale −L < x < L s periodickými
okrajovými podmienkami sú koe�cienty naslednovné
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f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
+

∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
,

A0 =
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx,

An =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
nπx

L
dx, n > 0.

Bn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
nπx

L
dx, n > 0.

0.5 Rovnica vedenia tepla na neohrani£enom

intervale

Skôr, neº sa za£neme venova´ téme z názvu, pripomenieme si iný spôsob
zápisu Fourierovho radu.

Komplexný tvar Fourierovho radu

Spojité, 2L-periodické funkcie (f(−L) = f(L)) vieme zapísa´ v tvare Fourie-
rovho radu

f(x) ∼ a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
+ bn sin

nπx

L
. (31)

Koe�cienty a0, an a bn vieme spo£íta´ zo vzorcov

a0 =
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx,

an =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
nπx

L
dx,

bn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
nπx

L
dx.

Funkcie sin a cos je moºné vyjadri´ v komplexnom tvare ako

cosx =
eiθ + e−iθ

2
, sinx =

eiθ − e−iθ

2i
.
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Po dosadení do (31) a jednoduchých úpravách získame Fourrierov rad funkcie
f v komplexnom tvare

f(x) ∼
∞∑

n=−∞

cne
−inπx/L, (32)

pri£om koe�cienty tohto radu sú pre n ̸= 0

cn =
1

2
(an + ibn) =

1

2L

∫ L

−L

f(x)einπx/L.

a c0 = a0. V prípade, ºe f(x) je reálna funkcia, c−n = c̄n.
Formulu na výpo£et koe�cientov cn je tieº moºné získa´ priamo z (32) vy-

uºitím ortogonality. V prípade komplexných funkcií je v²ak potrebné pouºi´
de�níciu skalárneho sú£inu v tvare

f · g =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

Vzh©adom na tento skalárny sú£in je systém funkcií {e−inπx/L;−L < x <
L;n ∈ Z} ortogonálnym systémom funkcií, pri£om∫ L

−L

e−inπx/Le−imπx/L dx =

∫ L

−L

einπx/Le−imπx/L dx =

{
0, m ̸= n

2L, m = n.

Takºe prenásobením (32) funkciou eimπx/L a integrovaním od −L po L do-
staneme ∫ L

−L

f(x)eimπx/L dx = 2Lcm,

z £oho uº cm vyjadríme ©ahko.
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Fourierov rad funkcie f(x)

f(x) ∼ a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
+ bn sin

nπx

L
.

Koe�cienty:

a0 =
1

2L

∫ L

−L

f(x) dx,

an =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
nπx

L
dx,

bn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
nπx

L
dx.

Fourierov rad funkcie f(x) - komplexný tvar

f(x) ∼
∞∑

n=−∞

cne
−inπx/L,

Koe�cienty:

cn =
1

2L

∫ L

−L

f(x)einπx/L.

0.5.1 Rovnica vedenia tepla � neohrani£ený interval

V predchádzajúcich £astiach sme videli, ºe pri ohrani£ených problémoch sme
na nájdenie rie²enia rovnice vedenia tepla potrebovali pozna´ okrajové pod-
mienky. �o v²ak v prípade, ak modelujeme úlohu pri ktorej vieme, ºe vplyv
okrajových podmienok je zanedbate©ný. V takom prípade sa ukazuje rozumné
uvaºova´ neohrani£ený interval.

Uvaºujme teda rovnicu vedenia tepla

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, (33)
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pri£om poºadujeme, aby rie²enie u(x, t) tejto rovnice bolo de�nované na in-
tervale −∞ < x < ∞. Po£iato£nú podmienku u(x, 0) = f(x) potrebujeme
samozrejme aj tentokrát.

Na prvý poh©ad sa zdá, ºe okrajové podmienky nepotrebujeme. Z fyzi-
kálnych dôvodov v²ak £asto zadávame správanie teploty limitne v ±∞. Asi
najjednoduch²í prípad je u(±∞, t) = 0.

Vieme, ºe výrazy sin nπx
L
e−k(nπ/L)2t a cos nπx

L
e−k(nπ/L)2t sú rie²ením rovnice

(33) pre kaºdé celé £íslo n. Potom aj ich kombinácia

cos
nπx

L
e−k(nπ/L)2t + i sin

nπx

L
e−k(nπ/L)2t = einπ/Lxe−k(nπ/L)2t (34)

je rie²ením tejto rovnice pre kaºdé celé £íslo n. �ahko sa dá presved£i´ o tom,
ºe ke¤ nahradíme výraz nπ/L ©ubovo©ným reálnym £íslom ω

u = eiωxe−kω2t, ω ∈ R (35)

bude stále rie²ením rovnice (33). V²imnime si, ºe v prípade rie²ení rovnice
vedenia tepla na ohrani£enom intervale, tvorili vlastné £ísla diskrétnu mno-
ºinu (tzv. diskrétne spektrum), zatia© £o v prípade rie²ení typu (35) tvoria
£ísla ω celé kontinuum (spojité spektrum).

Rie²enia tvaru (35) je moºné odvodi´ pouºitím metódy separácie pre-
menných, zavedením u(x, t) = ϕ(x)G(t). Tým získame opä´ dve oby£ajné
diferenciálne rovnice rovnako ako v prípade ohrani£eného problému

dG

dt
= −λkG,

d2ϕ

dx2
= −λϕ.

V²eobecné rie²enie pre G je zrejme rovnaké ako pri ohrani£enom probléme.
Pri rie²ení okrajového problému pre ϕ narazíme na problém. Ak by sme ako
okrajové podmienky vzali ϕ(±∞) = 0, tak tento problém nebude ma´ netri-
viálne rie²enie pre ºiadne λ. Pre λ > 0 dostaneme oscilatorické rie²enia tvaru
c1 cos

√
λx + c2 sin

√
λx, pre λ < 0 podobne len hyperbolickými funkciami a

λ = 0 vráti lineárnu funkciu.
Preto trochu zoslabíme okrajové podmienky tak, ºe budeme predpokla-

da´, ºe rie²enie je v nekone£ne ohrani£ené |ϕ(±∞)| < ∞. Vtedy uº okrajovej
úlohe vyhovujú rie²enia pre ©ubovo©né λ > 0

ϕ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx

a λ = 0, pre ktorú je ϕ nenulová kon²tanta.
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V²imnime si, ºe v prípade rie²ení rovnice vedenia tepla na ohrani£enom
intervale, tvorili vlastné £ísla diskrétnu mnoºinu (tzv. diskrétne spektrum),
zatia© £o v prípade práve získaného rie²enia tvoria £ísla λ celé kontinuum
(spojité spektrum).

Týmto spôsobom teda získame rie²enia sin
√
λx e−λkt a cos

√
λx e−λkt. V

prípade kone£ného problému (a teda diskrétneho spektra) sme výsledné v²e-
obecné rie²enie získali ako sú£et skalárnych násobkov rie²ení uvedených typov
pre v²etky vlastné hodnoty λ. Ke¤ºe teraz vlastné hodnoty tvoria kontinuum,
sú£et nahradíme integrálom. Získame tak v²eobecné rie²enie v tvare

u(x, t) =

∫ ∞

0

c1(λ) cos
√
λx e−λkt + c2(λ) sin

√
λx e−λkt dλ,

kde c1(λ) a c2(λ) sú ©ubovo©né funkcie. Zvy£ajne sa v tomto rie²ení nahrádza
λ = ω2, a potom

u(x, t) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωx e−ω2kt +B(ω) sinωx e−ω2kt dω,

pri£om A(ω) a B(ω) vzniknú z funkcií c1(λ) a c2(λ) zámenou premenných v
integrále, £iºe A(ω) = 2ωc1(ω

2) a podobne pre B.
Na nájdenie funkcií A(ω) a B(ω) potrebujeme potom pozna´ za£iato£nú

podmienku v tvare

u(x, 0) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωx+B(ω) sinωx dω

Kompaktnej²í (a v istom zmysle v²eobecnej²í) tvar rie²enia dostaneme,
ke¤ namiesto rie²ení cos a sin pre ϕ vezmeme komplexné rie²enia e±i

√
λx pre

λ ≥ 0. Substitúciou ω =
√
λ dostaneme rie²enia e±iωx pre ω ≥ 0, ktoré

tvoria tú istú mnoºinu rie²ení, ako e−iωx pre ω ∈ R. Potom rie²ením rovnice
vedenia tepla bude u(x, t) = e−iωxe−kω2t, resp. ©ubovo©ná ich kombinácia v
integrálnom zmysle

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
c(ω)e−iωxe−kω2t dω

V tomto prípade je po£iato£ná podmienka splnená pre u(x, 0) = f(x) v tvare

f(x) =

∫ ∞

−∞
c(ω)e−iωx dω

Akýsi náznak, pre£o v prípade neohrani£eného dostaneme kontinuum
vlastných hodnôt si ukáºeme na nasledovnom príklade:
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Príklad: Uvaºujme rovnicu vedenia tepla s periodickými okrajovými pod-
mienkami a za£iato£nou podmienkou

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2

u(−L, t) = u(L, t)

∂

∂x
u(−L, t) =

∂

∂x
u(L, t)

u(x, 0) =

{
1 −1 < x < 1

0 inak.

Vieme, ºe rie²enie je ur£ené hodnotami koe�cientov an a bn, ktoré získame
ako koe�cienty Fourierovho radu za£iato£nej podmienky u(x, 0). Vy²²ie sme
ukázali, ako tieto koe�cienty zakódova´ do koe�cientov Fourierovho radu v
komplexnom tvare uvedenej reálnej funkcie u(x, 0).

c0 = a0 =
1

2L

∫ L

−L

u(x, 0) dx =
1

L

cn =
1

2L

∫ L

−L

u(x, 0)einπx/L dx =
1

nπ
sin

nπ

L
, pre n > 0.

c−n = c̄n.

Po substitúcii ωn = nπ
L

cn =
1

Lωn

sinωn =
1

L

sinωn

ωn

Pre dané L môºeme ωn vyná²a´ na x-ovú os. Ak na os y vyná²ame hodnoty
cn dostaneme nasledujúce grafy. Môºeme si v²imnú´, ºe s rastúcim L sa

Obr. 6: Grafy pre L = 2 v©avo a L = 5 vpravo.
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Obr. 7: Grafy pre L = 10 v©avo a L = 100 vpravo.

zmen²uje vzdialenos´ medzi dvoma po sebe idúcimi ωn, £o je zrejmé zo vz´ahu

∆ω = ωn+1 − ωn =
(n+ 1)π

L
− nπ

L
=

π

L
(36)

Teda £ím vä£²ie L, tým viac hodnôt ω (a tým pádom aj vlastných hodnôt)
sa nachádza na danom úseku, resp. vzdialenos´ medzi dvoma vlastnými hod-
notami sa s rastúcim L zmen²uje limitne aº k 0. Takto vlastné hodnoty teda
postupne s rastúcim L vyp¨¬ajú reálnu os (presnej²ie jej kladú £as´, reálnu
os vyp¨¬ajú hodnoty ωn). Preto môºeme o£akáva´, ºe pre L 7→ ∞ dostaneme
kontinuum vlastných hodnôt. Navy²e vieme, nám tento príklad nazna£uje,
ºe funkcie de�nované na R intervale môºeme v istom zmysle chápa´ ako pe-
riodické funkcie s nekone£nou periódou.

Formalizujme teraz tento prístup. Rie²enie rovnice vedenia tepla na ko-
ne£nom intervale −L < x < L s periodickými okrajovými podmienkami je
ur£ené koe�cientami Fourierovho radu za£iato£nej podmienky u(x, 0) = f(x).
Vieme, ºe ak f(x) je spojitá na L ≤ x ≤ L, tak Fourierov rad tejto funkcie
konverguje na tomto intervale k funkcii f(x). Ak f(x) má na uvedenom in-
tervale kone£ný po£et bodov nespojitostí, v bodoch nespojitostí Fourierov
rad konverguje k priemeru hodnôt limít z©ava a sprava funkcie f(x). Toto
posledné tvrdenie samozrejme platí aj pre spojité funkcie, lebo v bode v
ktorom je funkcia spojitá sa limita z©ava rovná limite sprava. Ak ozna£íme
f(x−) (f(x+)) limitu f(x) v bode x z©ava (sprava), tak

f(x−) + f(x+)

2
=

∞∑
n=−∞

cne
−inπx/L

pri£om

cn =
1

2L

∫ L

−L

f(x)einπx/L dx.
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V predo²lej sume nahra¤me cn (budeme musie´ v itegrále premenova´ pre-
mennú x)

f(x−) + f(x+)

2
=

∞∑
n=−∞

1

2L

∫ L

−L

f(x̄)einπx̄/L dx̄ e−inπx/L

Ozna£me ωn = nπ
L
. Tieto tvoria diskrétnu mnoºinu hodnôt a vzdialenos´

dvoch po sebe idúcich ωn je ∆ω = π
L
. ωn nazývame vlnové £ísla a vyjadrujú

po£et v¨n na intervale 2π (uvedomme si, ºe f(x) je v tvare Fourierovho radu
sú£tom v¨n v tvare sínusov alebo kosínusov). Z ωn ©ahko spo£ítame vlnovú
d¨ºku príslu²nej vlny, ktorá je 2L

n
. Potom 1

2L
= ∆ω

2π
, takºe predo²lú rovnos´

môºeme prepísa´ ako

f(x−) + f(x+)

2
=

∞∑
n=−∞

∆ω

2π

∫ L

−L

f(x̄)eiωnx̄ dx̄ e−iωnx (37)

Funkciu f teda máme napísanú ako sú£et v¨n istých vlnových d¨ºok. S ras-
túcim L získavame stále viac a viac vlnových £ísel, tým pádom aj stále viac
moºných vlnových d¨ºok. Takºe pre L → ∞, kedy ωn → 0 môºeme o£akáva´,
ºe f(x) bude sú£tom v¨n v²etkých moºných vlnových d¨ºok.

Na pravú stranu predo²lej rovnosti sa môºeme pozera´ ako na sú£et ob-
d¨ºnikov s podstavou ∆ω a vý²kou 1

2π

∫ L

−L
f(x̄)eiωnx̄ dx̄. Pre L → ∞, za pred-

pokladu, ºe uvedený integrál konverguje, sa tento integrál nebude príli² lí²i´
od 1

2π

∫∞
−∞ f(x̄)eiωnx̄ dx̄. Takºe na pravú stranu (37) sa pre L → ∞ môºeme

pozera´ ako na integrálny sú£et. Ke¤ºe pre L → ∞ máme ∆ω → 0 tak
môºeme odhadnú´, ºe

f(x−) + f(x+)

2
=

∫ ∞

−∞

[
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x̄)eiωx̄ dx̄

]
e−iωx dω (38)

Túto rovnos´ nazývame Fourierova integrálna identita a výraz v hranatých
zátvorkách voláme Fourierova transformácia funkcie f(x), ktorej klasické zna-
£enie je

F (ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x̄)eiωx̄ dx̄.

V (38) vidíme, ºe funkciu f(x) máme vyjadrenú ako sú£et v¨n v²etkých moº-
ných vlnových d¨ºok, pri£om amplitúda vlny s vlnovým £íslom ω je ur£ené
hodnotou Fourierovej transformácie funkcie f(x) v ω, t.j. F (ω). Získali sme
teda Fourierovu transformáciu

F (ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x̄)eiωx̄ dx̄.

35



a inverznú Fourierovu transformáciu (pre spojitú f(x))

f(x) =

∫ ∞

−∞
F (ω)e−iωx dω.

Vrá´me sa spä´ k rovnici vedenia tepla na neohrani£enom intervale

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
.

Uº sme si povedali, ºe e−iωxe−kω2t je rie²ením tejto rovnice pre kaºdé reálne
£íslo ω, preto zo zov²eobecneného princípu superpozície máme, ºe rie²ením
je funkcia

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
c(ω)e−iωxe−kω2t dω.

Po£iato£ná podmienka u(x, 0) = f(x) je splnená, ak

f(x) =

∫ ∞

−∞
c(ω)e−iωx dω

£o je presne Fourierova integrálna reprezentácia funkcie f(x) a teda c(ω) je
Fourierova transformácia funkcie f(x).

c(ω) = F (ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x)eiωx dx.

Rie²enie u(x, t) je moºné zjednodu²i´ dosadením c(ω) a zámenou poradia
integrovania.

u(x, t) =

∫ ∞

−∞

1

2π

∫ ∞

−∞
f(x̄)eiωx̄ dx̄e−iωxe−kω2t dω

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x̄)

∫ ∞

−∞
e−iω(x−x̄)ekω

2tdω dx̄

Môºeme si v²imnú´, ºe

g(x) =

∫ ∞

−∞
e−kω2te−iωxdω

je inverzná Fourierova transformácia funkcie e−kω2t, ktorú je moºné pomerne
jednoducho spo£íta´ a

g(x) =

√
π

kt
e−

x2

4kt .
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Teda rie²enie rovnice vedenia tepla na neohrani£enom intervale je

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
f(x̄)

1√
4πkt

e−(x−x̄)2/4kt dx

Výhoda takéhoto tvaru rie²enia spo£íva v tom, ºe dáva priamy vz´ah rie²enia
od za£iato£ného rozloºenia teploty. Z tohoto tvaru moºno vypozorova´, aký
je vplyv hodnoty za£iato£nej teploty v x̄ na hodnotu teploty u(x, t) v danom
bode x a £ase t. Funkcia

G(x, t; x̄, 0) =
1√
4πkt

e−(x−x̄)2/4kt

je ²peciálny prípad (resp. ²peciálna hodnota) tzv. Greenovej funkcie rovnice
vedenia tepla na neohrani£enom intervale.
Poznámka: Diracova δ funkcia je �funkcia� zvy£ajne de�novaná ako

δ(x) =

{
0 x ̸= 0

∞ x = 0

pri£om zárove¬ sp¨¬a ∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1.

Oby£ajne sa tieº reprezentuje ako limita postupne sa zuºujúcich obd¨ºniko-
vých funkcii s obsahom 1.

ua(x) =

{
1
2a

−a < x < a

0 inak

lima→0 ua(x) = δ(x)
Matematicky δ patrí medzi tzv distribúcie. Jej korektná de�nícia je, ºe

to je objekt, ktorý sp¨¬a∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a) dx = f(a)

Pomocou δ funkcie sa modelujú napr. impulzy.
Pre t → 0 má funkcia g(x) vlastnosti ako Diracova δ.
Pozrime sa teraz na rovnicu vedenia tepla na neohrani£enom intervale so

za£iato£nou podmienkou u(x, 0) = δ(x). Fyzikálne by to zodpovedalo situácii,
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ke¤ v £ase 0 v bode x = 0 ty£ prudko ohrejete. Ke¤ºe uº vieme, ako vyzerá
rie²enie, máme hne¤

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
δ(x̄)

1√
4πkt

e−(x−x̄)2/4kt dx =
1√
4πkt

e−x/4kt

Toto rie²enie nazývame fundamentálne rie²enie rovnice vedenia tepla.
Príklad: Vezmime rovnicu vedenia tepla na neohrani£enom intervale so za-
£iato£nou podmienkou

u(x, 0) =

{
100 x > 0

0 x > 0

Rie²ením je

u(x, t) =
100√
4πkt

∫ ∞

0

e−(x−x̄)/4ktdx̄,

ktoré jednoduchou substitúciou (z = (x̄− x)/
√
4kt) moºno previes´ na tvar

u(x, t) =
100√
π

∫ ∞

−x/
√
4kt

e−z2 dz =
100

π

(∫ ∞

0

e−z2 dz +

∫ x/
√
4kt

0

e−z2 dz

)
.

Posledná rovnos´ vyplýva z párnosti integrovanej funkcie. Prvý integrál v
zátvorke vieme vy£ísli´ a je rovný π/2, a teda máme

u(x, t) = 50 +
100√
π

∫ x/
√
4kt

0

e−z2 dz

Fourierova transformácia rovnice vedenia tepla

Rie²enie rovnice vedenia tepla viedlo k zavedeniu Fourierovej transformácie.
Pomocou samotnej Fourierovej transformácie je v²ak moºné nájs´ rie²enie aj
iným spôsobom, a to aplikovaním Fourierovej transformácie na deriváciu.

0.6 Rovnica vedenia tepla na dvojrozmerných

oblastiach

Obd¨ºniková oblas´

Princíp odvodenia rovnice vedenia tepla na dvojrozmernej (trojrozmernej)
oblasti je podobný ako v jednorozmernom prípade. Vychádza sa so zákona
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zachovania energie, £iºe zmena tepelnej energie v danej oblasti sa rovná sú£tu
mnoºstva tepelnej energie, ktorá prete£ie cez okraj a mnoºstvu tepelnej ener-
gie z vnútorných zd rojov.

Ak ozna£íme u(x, y, t) rozloºenie teploty v oblasti R v £ase t, tak celková
energia v oblasti R bude ∫∫

R

cρu dS.

Vo viacrozmernom prípade je tok tepelnej energie moºné chápa´ ako vek-
torové pole. Teda v kaºdom bode (x, y) oblasti R je ϕ(x, y, t) vektor toku
tepelnej energie. Pokia© n̂ ozna£uje jednotkový vektor vonkaj²ej normály k
okraju oblasti ∂R, tak mnoºstvo tepelného toku ktoré prete£ie okrajom ob-
lasti R bude ∮

∂R

ϕ · n̂ dγ

Ak ozna£íme funkciu zdroja vnútornej energie Q(x, y, t), tak zo zákona
zachovania dostaneme

d

dt

∫∫
R

cρu dS = −
∮
∂R

ϕ · n̂ dγ +

∫∫
R

QdS. (39)

Krivkový integrál pre tok môºeme nahradi´ plo²ným v¤aka Greenovej vete∮
∂R

ϕ · n̂ dγ =

∫∫
R

∇ · ϕ dS,

kde

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
,

£iºe

∇ · ϕ =
∂ϕ

∂x
+

∂ϕ

∂y
.

Potom rovnos´ (39) môºeme po nahradení krivkového integrálu plo²ným,
výmenou derivácie a integrálu a presunutím na jednu stranu rovnosti upravi´
na tvar ∫∫

R

cρ
∂u

∂t
+∇ · ϕ−QdS = 0
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z £oho teda dostávame, ºe integrand musí by´ nulový, a teda

cρ
∂u

∂t
= −∇ · ϕ+Q.

Fourierov zákon vedenia tepla má pre viacrozmerné oblasti tvar

ϕ = −K0∇u,

a po nahradení ϕ v predchádzajúcej rovnosti dostaneme rovnicu vedenia tepla
v tvare

cρ
∂u

∂t
= ∇ · (K0∇u) +Q.

Pre prípad nulových zdrojov vnútornej energie a kon²tantných tepelných
vlastností je rovnicu vedenia tepla moºné upravi´ na tvar

∂u

∂t
= k∇ · (∇u),

pri£om (v dvojrozmernom prípade)

∇ · (∇u) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
.

Teda v tomto prípade je rovnicou vedenia tepla

∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
Výraz ∇ · (∇u) sa ²tandardne ozna£uje ∇2u a ∇2 sa nazýva Laplaceov ope-
rátor.

Na úplné zadanie úlohy potrebujeme aj v tomto prípade okrajové pod-
mienky a za£iato£nú podmienku.

Za£iato£ná podmienka je zvy£ajne tvaru u(x, y, 0) = f(x, y).
Okrajové podmienky môºeme rozdeli´ na dva typy � zadaná teplota alebo

zadaný tok, t.j. u(x, y, t) = g(x, y, t) pre (x, y) ∈ ∂R alebo ∇u · n̂ = h(x, y, t)
pre (x, y) ∈ ∂R.

V rovnice je £astokrát vhodné pracova´ nie v karteziánskych súradniciach,
ale v polárnych. V takom prípade bude ma´ rovnica vedenia tepla iný tvar,
ktorý dostaneme zmenou súradníc. Rovnica vedenia tepla v polárnych súrad-
niciach má tvar (u = u(r, θ, t))

∂u

∂t
= k

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2

]
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Po¤me sa pozrie´ na rie²enia rovnice vedenia tepla pre niektoré jednodu-
ché oblasti.
Príklad: Rovnica vedenia tepla na obd¨ºnikovej oblasti.

H©adajme rie²enie rovnice vedenia tepla

∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
na obd¨ºniku 0 < x < L, 0 < y < H, s okrajovými podmienkami

u(0, y, t) = 0,

u(L, y, t) = 0,

u(x, 0, t) = 0,

u(0, H, t) = 0.

a za£iato£nou podmienkou u(x, y, 0) = α(x, y).
Zo zadania vidíme, ºe rovnica je homogénna a lineárna a okrajové pod-

mienky sú tieº homogénne a lineárne. Môºeme teda pouºi´ metódu separácie
premenných. Napí²me teda u(x, y, t) = ϕ(x, y)h(t).

Po dosadení do rovnice vedenia tepla dostaneme (nebudem písa´ nezávislé
premenné)

ϕ
dh

dt
= kh

(
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2

)
a po odseparovaní a zvolení separa£nej kon²tanty máme

1

kh

dh

dt
=

1

ϕ

(
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2

)
= −λ.

Dostávame tak dve rovnice

dh

dt
= −λkh, (40)

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= −λϕ. (41)

Z okrajových podmienok pre u získame okrajové podmienky pre ϕ

ϕ(0, y) = 0, ϕ(x, 0) = 0,

ϕ(L, y) = 0, ϕ(x,H) = 0.
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Rovnica pre ϕ (41) je lineárna, homogénna a okrajové podmienky pre ϕ
sú lineárne a homogénne. Môºeme teda opä´ pouºi´ metódu separácie pre-
menných na (41), ϕ(x, y) = f(x)g(y),

g(y)
∂2f

∂x2
+ f(x)

∂2g

∂y2
= −λf(x)g(y).

Po odseparovaní premenných upravíme poslednú rovnos´ na tvar so separa£-
nou kon²tantou µ

1

f

d2f

dx2
= −λ− 1

g

d2g

dy2
= −µ

Spolu s (40) tak získavame tri rovnice

dh

dt
= −λkh,

d2f

dx2
= −µf,

d2g

dy2
= −(λ− µ)g

s okrajovými podmienkami pre f a g, ktoré získame z okrajových podmienok
pre ϕ

f(0) = 0, g(0) = 0,

f(L) = 0, g(H) = 0.

Rie²ením rovnice pre h je exponenciálna funkcia h(x) = ce−kλt.
Okrajový problém pre f má vlastné £ísla µn =

(
nπ
L

)2 a vlastné funkcie
fn(x) = sinnπx/L, n = 1, 2, . . ..

Pre kaºdé vlastné £íslo µn máme okrajový problém pre g, ktorého vlastné
£ísla a vlastné funkcie sú pre m = 1, 2, . . .

λ− µn =
(mπ

H

)2
, gn(x) = sin

mπy

H
.

Potom pre kaºdé m, n = 1, 2, . . . dostávame vlastnú hodnotu

λmn = µn +
(mπ

H

)2
=
(nπ
L

)2
+
(mπ

H

)2
.

Sú£inové rie²enie pre u = ϕ(x, y)h(t) = f(x)g(y)h(t) je potom

umn(x, y, t) = sin
nπx

L
sin

mπy

H
e−kλmnt
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a z princípu superpozície získame rie²enie

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
sin

mπy

H
e−kλmnt.

Pre za£iato£nú podmienku u(x, y, 0) = α(x, y) vieme koe�cienty Amn

vyjadri´ nasledovným spôsobom

u(x, y, 0) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
sin

mπy

H
= α(x, y).

Vnútornú sumu ozna£me

Bm(x) =
∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
.

Pre kaºdé x je Bm(x) koe�cient v sínusovom rade funkcie α

α(x, y) =
∞∑

m=1

Bm(x) sin
mπy

H
,

takºe

Bm(x) =
2

H

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
dy

po napísaní Bm(x) ako sumy, teda máme

∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
=

2

H

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
dy.

Koe�cienty Amn sú teda koe�cienty sínusového radu funkcie na pravej strane
poslednej rovnosti, preto

Amn =
2

L

∫ L

0

(
2

H

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
dy

)
sin

nπx

L
dx

=
4

LH

∫ L

0

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
sin

nπx

L
dy dx

Po¤me sa pozrie´, ako bude vyzera´ rie²enie, ak oblas´, na ktorej rie²enie
budeme h©ada´ má tvar kruhu. Zaujíma nás teda rie²enie rovnice

∂u

∂t
= k

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
,
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pri£om x2 + y2 ≤ a2 s okrajovou podmienkou

u(x, y, t) = 0

na kruºnici x2 + y2 = a2.
V tomto prípade je lep²ie pracova´ v polárnych súradniciach, ktoré kruh

x2 + y2 ≤ a2 transformujú na obd¨ºnik 0 ≤ r ≤ a, −π ≤ θ ≤ π. Po transfor-
mácii súradníc bude ma´ rovnica vedenia tepla tvar

∂u

∂t
= k

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2

]
pri£om u = u(r, θ, t). Z okrajovej podmienky v (x, y) získame okrajovú pod-
mienku v (r, θ)

u(a, θ) = 0.

Potrebujeme okrajové podmienky aj na zvy²ných stranách obd¨ºnika u(0, θ, t),
u(r,−π, t) a u(r, π, t). V polárnych súradniciach je u(0, θ, t) teplota v strede
kruhu. Z fyzikálnych dôvodov môºeme teda predpoklada´, ºe táto teplota
je ohrani£ená, |u(0, θ)| < ∞. Ke¤ºe v polárnych súradniciach u(r,−π, t) a
u(r, π, t) zodpovedajú teplotám v tých istých bodoch, musia sa nutne rovna´

u(r,−π, t) = u(r, π, t)

a tieº

∂u

∂θ
(r,−π, t) =

∂u

∂θ
(r, π, t)

z dôvodu, ºe aj tepelný tok v týchto bodoch (resp. ©ubovolných okoliach
týchto bodov) je spojitý.

Chceme teda rie²i´

∂u

∂t
= k

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2

]
s okrajovými podmienkami

u(a, θ, t) = 0,

u(r,−π, t) = u(r, π, t)

∂u

∂θ
(r,−π, t) =

∂u

∂θ
(r, π, t)

|u(0, θ)| < ∞
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Okrajové podmienky sú lineárane (aj posledná � lineárna kombinácia ohrani-
£ených funkcií je ohrani£ená) a prvé tri sú homogénne, pouºime teda separá-
ciu premenných, u(r, θ, t) = ϕ(r, θ)h(t). Po dosadení do rovnice vedenia tepla
a odseparovaní premenných dostaneme separované rovnice (so separa£nou
kon²tantou −λ)

1

kh

dh

dt
=

1

ϕ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2

]
= −λ

Pre £asovú zloºku h(t) tak dostávame rovnicu

dh

dt
= −λkh

a pre priestorovú zloºku ϕ(x, y)

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
= −λϕ

po ¤al²ej separácii ϕ(r, θ) = f(r)g(θ) získame (separa£nú kon²tantu zvolíme
ako µ, lebo pre g dostaneme okrajový problém s periodickými okrajovými
podmienkami)

−1

g

d2g

dθ2
=

r

f

d

dr

(
r
df

dr

)
+ λr2 = µ

z £oho získame rovnice

d2g

dθ
= −µg,

r
d

dr

(
r
df

dr

)
+ (λr2 − µ)f = 0

Rovnica pre g, spolu s okrajovými podmienkami (ktoré získame z peri-
odických okrajových podmienok pre u) tvorí okrajový problém

d2g

dθ
= −µg,

g(−π) = g(π),

dg

dθ
(−π) =

dg

dθ
(π)

Vlastné hodnoty pre tento problém sú µm =
(
mπ
π

)
= m2, m = 0, 1, 2, . . . a

vlastné funkcie sú g0(θ) = 1, a gm(θ) = cosmθ alebo gm(θ) = sinmθ pre
m > 0.
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Pre kaºdé µm máme problém pre f

r
d

dr

(
r
df

dr

)
+ (λr2 −m2)f = 0 (PVH)

f(a) = 0,

|f(a)| < ∞.

Po vydelení r dostávame Sturm-Liouvillovu diferenciálnu rovnicu

d

dr

(
r
df

dr

)
+ (λr − m2

r
)f = 0,

f(a) = 0,

|f(a)| < ∞.

ktorý nie je regulárny Sturm-Liouvillov problém, av²ak napriek tomu pre
tento prípad platí nasledovné

� Existuje nekone£ne ve©a vlastných hodnôt λmn a vlastných funkcií
fmn(r).

� Pre pevne zvolené m sú tieto funkcie ortogonálne s váhou r, £iºe∫ a

0

fmn1(r)fmn2(r) r dr = 0, pre n1 ̸= n2.

(a je polomer kruhu).

Rovnicu (PVH) je moºné upravi´ na tvar (pravidlo pre deriváciu sú£inu
funkcii)

r2
d2f

dr2
+ r

df

dr
+ (λr2 −m2)f = 0

a substitúciou z =
√
λr, pre λ > 0 získame Besselovu diferenciálnu rovnicu

z2
d2f

dz2
+ z

df

dz
+ (z2 −m2)f = 0.

Rie²enia tejto rovnice sú Besselove funkcie. Rozli²ujeme dva druhy Besselo-
vých funkcií

� Besselove funkcie 1. druhu Jm(z) � nemajú singularitu v z = 0, t.j.
|Jm(z)| < ∞,
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� Besselove funkcie 2. druhu Ym(z) � majú singularitu v z = 0, t.j. Ym(z)
sú neohrani£ené v ©ubovo©nom okolí bodu z = 0.

V²eobecné rie²enie Besselovej rovnice je kombináciou uvedených Besselových
funkcií

f(z/
√
λ) = c1Jm(z) + c2Ym(z).

a spätnou substitúciou pre z dostaneme

f(r) = c1Jm(
√
λr) + c2Ym(

√
λr).

Okrajová podmienka |f(0)| < ∞ nám hovorí, ºe uvedené rie²enie nemôºe
obsahova´ Ym, inak by bolo neohrani£ené, takºe c2 = 0. Podmienka f(a) = 0
nám dáva

0 = f(a) = c1Jm(
√
λa).

Ke¤ºe vo©ba c1 = 0 by nám dala triviálne rie²enie (f(r) = 0, a teda aj
u = 0), pre c1 ̸= 0 musí Jm(

√
λa) = 0. To znamená, ºe

√
λa sú také hodnoty,

v ktorých Jm je nulové. Ozna£me zmn n-tú takúto hodnotu pre Jm. Potom
zmn =

√
λa, z £oho získame vlastné hodnoty

λmn =
(zmn

a

)2
.

a vlastné funkcie fmn(r) = Jm(
√
λmnr).

Rie²enie pre £asovú zloºku h je h(t) = e−λmnkt.
Výsledné rie²enie rovnice vedenia tepla získame z princípu superpozície

u(r, θ, t) =
∞∑

m=0

∞∑
n=1

AmnJm(
√

λmnr) cosmθ e−λmnkt

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

BmnJm(
√
λmn) sinmθ e−λmnkt.

Pokia© je zadaná za£iato£ná podmienka u(r, θ, 0) = α(r, θ), koe�cienty Amn

a Bmn sa dajú vyjadri´ z

u(r, θ, 0) =
∞∑

m=0

∞∑
n=1

AmnJm(
√
λmnr) cosmθ

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

BmnJm(
√

λmn) sinmθ,
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£o môºeme chápa´ ako Fourierov rad s koe�cientami

∞∑
n=1

AmnJm(
√
λmnr) = Um(r)

pri cosmθ a

∞∑
n=1

BmnJm(
√
λmnr) = Vm(r)

pri sinmθ. Tieto koe�cienty sú teda funkcie od závislé od r a s vyuºitím
ortogonality (s váhou r) Besselových funkcií potom máme

Amn =

∫ a

0
Um(r)Jm(

√
λmnr) r dr∫ a

0
Jm(

√
λmnr)2 dr

a

Bmn =

∫ a

0
Vm(r)Jm(

√
λmnr) r dr∫ a

0
Jm(

√
λmnr)2 dr

Podobne ako v prípade jednorozmernej rovnice vedenia tepla, môºeme
h©ada´ stacionárne rie²enie viacrozmernej rovnice vedenia tepla. Pre dvoj-
rozmerný prípad máme teda u = u(x, y) nezávislú od £asu a rovnica vedenia
tepla prejde na tvar

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0. (42)

Výraz ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

sa ²tandardne ozna£uje ∇2u (£ita sa Laplas u). Rovnicu (42)
nazývame Laplacova rovnica.

Po¤me h©ada´ stacionárne rie²enie rovnice vedenia tepla na obd¨ºnikovej
oblasti 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ H, so zadanými teplotami na obvode obd¨ºnika.
Rie²ime teda úlohu

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0,

u(0, y) = g1(y), u(x, 0) = f1(x)

u(L, y) = g2(y), u(x,H) = f2(x)

Ke¤ºe okrajové podmienky nie sú homogénne, nemôºeme priamo pouºi´ me-
tódu separácie premenných. Av²ak môºeme si uvedomi´, ºe ak máme rie²enie
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Laplacovej rovnice, ktoré sp¨¬a nejaké okrajové podmienky a iné rie²enie Lap-
lacovej rovnice sp¨¬ajúce iné okrajové podmienky, tak sú£et týchto dvoch rie-
²ení bude rie²enie Laplacovej rovnice, ktoré bude sp¨¬a´ okrajové podmienky,
ktoré sú sú£tom okrajových podmienok jednotlivých rie²ení.

Idea je teda h©ada´ napísa´ h©adané rie²enie ako sú£et ²tyroch funkcií
u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y) + u3(x, y) + u4(x, y), pri£om chceme, aby kaºdá
z nich rie²ila Laplacovu rovnicu a kaºdá sp¨¬a´ práve jednu nehomogénnu
podmienku originálnej funkcie. Dostaneme teda ²tyri úlohy:
Pre u1(x, y)

∂2u1

∂x2
+

∂2u1

∂y2
= 0,

u1(x, 0) = f1(x),

u1(x,H) = u1(0, y) = u1(L, y) = 0

Pre u2(x, y)

∂2u2

∂x2
+

∂2u2

∂y2
= 0,

u2(x,H) = f2(x),

u2(x, 0) = u2(0, y) = u2(L, y) = 0

Pre u3(x, y)

∂2u3

∂x2
+

∂2u3

∂y2
= 0,

u3(0, y) = g1(y),

u3(x, 0) = u3(x,H) = u3(L, y) = 0

Pre u4(x, y)

∂2u4

∂x2
+

∂2u4

∂y2
= 0,

u4(L, y) = g2(y),

u4(x, 0) = u4(x,H) = u4(0, y) = 0

49



Nájdime rie²enie u3, zvy²né rie²enia sa vypo£ítajú analogicky.

∂2u3

∂x2
+

∂2u3

∂y2
= 0,

u3(0, y) = g1(y), u3(x, 0) = 0

u3(L, y) = 0, u3(x,H) = 0.

Vidíme, ºe máme dve homogénne okrajové podmienky pre premennú y, takºe
poloºíme u3(x, y) = h(x)ϕ(y). Po dosadení do Laplacovej rovnice a odsepa-
rovaní premenných dostaneme

1

h

d2h

dx2
= −1

ϕ

d2ϕ

dy
= λ,

kde λ je separa£ná kon²tanta (znamienko pri λ sme zvolili tak, ºe v okrajovom
probléme pre ϕ bude vystupova´ −λ). Z okrajových podmienok u3(x, 0) = 0,
u3(x,H) = 0 dostaneme okrajové podmienky pre ϕ, ϕ(0) = 0 a ϕ(H) = 0.

Pre ϕ rie²ime teda okrajovú úlohu

d2ϕ

dy2
= −λϕ

ϕ(0) = 0

ϕ(H) = 0.

Uº vieme, ºe vlastné £ísla takejto úlohy sú λn =
(
nπ
H

)2 pre n = 1, 2, 3, . . . a
príslu²né vlastné funkcie sú ϕn(y) = sin nπy

H
.

Rovnica pre h(x) je teraz pre kaºdé n = 1, 2, 3, . . .

d2h

dx2
= λnh (43)

pri£om z okrajovej podmienky u3(L, y) = 0 dostávame podmienku h(L) = 0.
Ke¤ºe v²etky λn sú kladné, v²eobecné rie²enie uvedenej rovnice je

h(x) = c1 cosh
√
λnx+ c2 sinh

√
λnx.

Aj ke¤ v princípe je moºné pouºi´ podmienku h(L) = 0 na ur£enie vz´ahu
kon²tánt c1 a c2, jednoduch²í tvar rie²enia dostaneme, ke¤ si uvedomíme, ºe
ak h(x) je rie²enie rovnice (43), tak aj h(x−a) pre ©ubovo©né reálne £íslo a je
rie²ením rovnice (43). To moºno nahliadnu´ pouºitím substitúcie t(x) = x−a,
vtedy

dh(t)

dx
=

dh

dt

dt

dx
=

dh

dt
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takºe derivácie pod©a x v rovnici (43) je moºné beztrestne nahradi´ deriváciou
pod©a t.

Vezmime teda rie²enie v tvare

h(x) = c1 cosh
√
λn(x− L) + c2 sinh

√
λn(x− L).

Ke¤ºe 0 = h(L) = c1 cosh(0) + c2 sinh(0) = c1 dostávame rie²enie hn(x) =
cn sinh

√
λn(x − L) (pre kaºdé n dostaneme inú rovnicu, a teda aj inú kon-

²tantu c2, tieto kon²tanty sme ozna£ili cn).
Pouºitím princípu superpozície dostaneme rie²enie u3(x, y), ktoré je kom-

bináciou sú£inových rie²ení hn(x)ϕn(y)

u3(x, y) =
∞∑
n=1

An sinh
nπ(x− L)

H
sin

nπy

H

Na získanie koe�cientov An pouºijeme poslednú podmienku u3(0, y) = g1(y),

u3(0, y) =
∞∑
n=1

An sinh
nπ(−L)

H
sin

nπy

H
= g1(y)

Na tento rad sa teda môºeme pozera´ ako na sínusový rad funkcie g1(y) s
koe�cientami An sinh

nπ(−L)
H

, takºe

An sinh
nπ(−L)

H
=

2

H

∫ H

0

g1(y) sin
nπy

H
dy,

z £oho uº ©ahko dopo£ítame An.
Ke¤ uº poznáme rie²enie pre u3(x, y), ©ahko si odvodíme tvar zvy²ných

rie²ení. Sta£í si uvedomi´, aký okrajový problém budeme rie²i´ pre ktorú
premennú a £i pre druhú premennú budeme rie²enie posúva´ alebo nie. Takºe
pre u1(x, y) si v²imneme, ºe dve homogénne okrajové podmienky máme pre
premennú x, takºe ϕn(x) = sin nπx

L
a homogénna podmienka pre y je u1(x,H),

takºe rie²enie pre h (aº na násobok kon²tantou) je hn(y) = sinh nπ(y−H)
L

. Preto

u1(x, y) =
∞∑
n=1

Bn sinh
nπ(y −H)

L
sin

nπx

L
,

pri£om

Bn sinh
nπ(−H)

L
=

2

L

∫ L

0

f1(x) sin
nπx

L
dx
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získame podobnou úvahou ako pri An.
Podobne

u2(x, y) =
∞∑
n=1

Cn sinh
nπy

L
sin

nπx

L
,

tu hn(y) = sinh nπy
L
, pretoºe u2(x, 0) = 0 je jediná homogénna podmienka

pre y v y = 0, takºe nedochádza k posunu, a ¤alej

Cn sinh
nπH

L
=

2

L

∫ L

0

f2(x) sin
nπx

L
dx

a nakoniec

u4(x, y) =
∞∑
n=1

Dn sinh
nπx

H
sin

nπy

H
,

Dn sinh
nπL

H
=

2

H

∫ H

0

g2(y) sin
nπy

H
dy

Po¤me sa pozrie´ ako bude vyzera´ rie²enie Laplacovej rovnice na oblasti
v tvare kruhu s polomerom a, pri£om na ohrani£ujúcej kruºnici bude dané
predpísané hodnoty (t.j. fyzikálne h©adáme stacionárne rozloºenie teploty v
kruhu, ak máme predpísanú teplotu na ohrani£ujúcej kruºnici).

Zadanie nazna£uje, ºe bude výhodné pouºi´ polárne súradnice. Rie²ime
teda Laplacovu rovnicu v polárnych súradniciach pre u = u(r, θ) a 0 ≤ r ≤ a,
−π ≤ θ ≤ π.

1

r

∂

∂r

(
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0 (44)

Body (a, θ) v polárnych súradniciach sú body kruºnice s polomerom a, takºe
okrajová podmienka bude u(a, θ) = f(θ). V polárnych súradniciach teda
rie²ime rovnicu (44) na obd¨ºniku. Potrebovali by sme teda e²te podmienky
na zvy²ných stranách obd¨ºnika. Ak si uvedomíme, ºe pre dané r body (r, π)
a (r,−π) reprezentujú ten istý bod kruºnice, tak teplota v týchto bodoch
musí by´ rovnaká a zrejme aj tepelný tok v smere θ musí by´ rovnaký, £o
nám dáva podmienky

u(r,−π) = u(r, π) (45)
∂u

∂θ
(r,−π) =

∂u

∂θ
(r, π). (46)
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To nám nazna£uje, ºe po separácií premenných dostaneme pre θ okrajový
problém s periodickými okrajovými podmienkami.

Nakoniec ostáva strana obd¨ºnika pozostávajúca z bodov s polárnymi sú-
radnicami (0, θ), £o je pre kaºdé θ stred kruhu. Tu môºeme predpoklada´, ºe
hodnota rie²enia v strede kruhu je ohrani£ená (ak sa na rie²enie pozeráme
ako na rozloºenie teploty, tak táto podmienka je rozumná) u|(0, θ)| < ∞.

Ke¤ teraz pouºijeme metódu separácie premenných, u(r, θ) = ϕ(θ)G(r),
dostaneme po odseparovaní a zavedení separa£nej kon²tanty

r

G

d

dr

(
dG

dr

)
= −1

ϕ

d2ϕ

dθ2
= λ

Z okrajových podmienok (45) a (46) získame okrajové podmienky pre ϕ
a tak získame okrajový problém s periodickými okrajovými podmienkami

∂2ϕ

∂θ2
= −λϕ

ϕ(−π) = ϕ(π)

dϕ

dθ
(−π) =

dϕ

dθ
(π)

ktorého vlastné hodnoty sú λn =
(
nπ
π

)2
= n2 pre n = 0, 1, 2, . . . a vlastné

funkcie sú sinnθ, cosnθ pre n > 0 a 1 (resp. ©ubovo©ná nenulová kon²tanta)
pre n = 0.

Pre funkciu G dostávame rovnicu

r

G

d

dr

(
r
dG

dr

)
= λn = n2,

resp. po úprave

r2
d2G

dr2
+ r

dG

dr
− n2G = 0

To je Eulerova rovnica, ktorej rie²enie je moºné nájs´ v tvare G(r) = rp. Po
dosadení tohoto výrazu do rovnice získame rovnicu pre p a kaºdé r

[p(p− 1) + p− n2]rp = 0

z £oho p2 − n2 = 0, a teda p = ±n pre n ̸= 0 a p = 0 pre n = 0.
Pre n ̸= 0 dostávame dve lineárne nezávislé rie²enia rn a r−n, a teda

v²eobecné rie²enie pre n > 0 je G(r) = c1,nr
n + c2,nr

−n.
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Pre n = 0 je jedno rie²enie r0 = 1, £iºe rie²ením je ©ubovo©ná kon²tanta.
Druhé nezávislé rie²enie pre n = 0 dostaneme z priamo z rovnice

r

G

d

dr

(
r
dG

dr

)
= n2 = 0

d

dr

(
r
dG

dr

)
= 0

r
dG

dr
= c̄2

dG

dr
=

c̄2
r

G = c̄1 + c̄2 ln r.

Máme teda

G(r) =

{
c̄1 + c̄2 ln r ak n = 0

c1,nr
n + c2,nr

−n ak n = 1, 2, 3, . . .

V¤aka podmienke |u(0, θ)| < ∞, ktorá v¤aka tomu ºe ϕn sú ohrani£ené
znamená, ºe |G(r)| < ∞, dostávame, ºe c2 = 0 a c̄2 = 0, pretoºe v opa£nom
prípade by G(r) bola v okolí 0 neohrani£ená. �iºe

G(r) =

{
c̄1 ak n = 0

c1,nr
n ak n = 1, 2, 3, . . .

Výsledné sú£inové rie²enie je potom

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Anr
n cosnθ +Bnr

n sinnθ

Zo za£iato£nej podmienky potom dostaneme

u(a, θ) = f(θ) = A0 +
∞∑
n=1

Ana
n cosnθ +Bna

n sinnθ

a rad na pravej strane je Fourierov rad pre ktorého koe�cienty platia vz´ahy

A0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ) dθ

a

Ana
n =

1

π

∫ π

−π

f(θ) cosnθ dθ

Bna
n =

1

π

∫ π

−π

f(θ) sinnθ dθ
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pre n > 0.
Príklad: Nájdite rie²enie Laplacovej rovnice zvonku kruhovej oblasti s po-
lomerom a a hodnotami na okraji danými funkciou u(a, θ) = f(θ) = ln 2 +
4 cos 3θ.
Rie²enie: Daná oblas´ je v polárnych súradniciach ur£ená nerovnos´ami
r ≥ a, −π ≤ θ ≤ π (na£rtnite si obrázok) - je to nekone£ný pás, z©ava
ohrani£ený priamkou r = a, zhora a zdola priamkami θ = ±π). Okrajová
podmienka je zo zadania u(a, θ) = f(θ). Pre horný a dolný okraj budú plati´
periodické okrajové podmienky z podobných dôvodov ako v predo²lej £asti.
Posledná podmienka bude |u(r, θ)| < ∞ pre r → ∞ (opä´ pre prípad teploty
neo£akávame neohrani£enos´ v nekone£ne). Rie²ime teda úlohu

1

r

∂

∂r

(
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0, r ≥ a, −π ≤ θ ≤ π (47)

s okrajovými podmienkami

u(a, θ) = f(θ)

u(r,−π) = u(r, π)

du

dθ
(r,−π) =

du

dθ
(r, π)

|u(r, θ)| < ∞, pre r → ∞

Po pouºití metódy separácie premenných u(r, θ) = ϕ(θ)G(r) dostávame
pre ϕ rovnakú okrajovú úlohu ako v predo²lej £asti, takºe máme

λn = n2, n = 0, 1, 2, . . . ϕn(θ) =


cosnθ, ak n > 0

sinnθ, ak n > 0

1, ak n = 0

Rovnica pre G bude opä´ Eulerova rovnica pre n = 0, 1, 2, . . .,

r2
d2G

dr2
+ r

dG

dr
− n2G = 0

Takºe v²eobecné rie²enie je

G(r) =

{
c̄1 + c̄2 ln r ak n = 0

c1,nr
n + c2,nr

−n ak n = 1, 2, 3, . . .

z okrajovej podmienky |u(r, θ)| < ∞ pre r → ∞ dostávame podobne ako v
predo²lom prípade |G(r)| < ∞ pre r → ∞. Ke¤ºe | ln r| → ∞ pre r → ∞ a
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ak n > 0 tak rn → ∞ pre r → ∞ v G(r) musí by´ c̄2 = 0 a c1 = 0. Takºe

G(r) =

{
c̄1 ak n = 0

c2,nr
−n ak n = 1, 2, 3, . . .

Z toho dostávame v²eobecné rie²enie

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Anr
−n cosnθ +Bnr

−n sinnθ

so za£iato£nej podmienky máme

u(a, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Ana
−n cosnθ +Bna

−n sinnθ = ln 2 + 4 cos 3θ

a vidíme, ºe

A0 = ln 2,

A3a
−3 = 4, a An = 0 pre n ̸= 3,

Bn = 0, pre v²etky n = 1, 2, 3, . . .

Takºe rie²enie je

u(r, θ) = ln 2 + 4a3r−3 cos 3θ.

Veta o strednej hodnote

Uvaºujme Laplacovu rovnicu

∇2u = 0

na kruhovej oblasti r < a, −π < ϕ ≤ pi, s okrajovou podmienkou u(a, θ) =
f(θ).

V predo²lej £asti sme odvodili, ºe rie²ením je funkcia

u(r, θ) =
∞∑
n=0

Anr
n cosnθ +

∞∑
n=1

Bnr
n sinnθ

pri£om

A0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ) dθ

Ana
n =

1

π

∫ π

−π

f(θ) cosnθ dθ

Bna
n =

1

π

∫ π

−π

f(θ) sinnθ dθ.
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Po dosadení r = 0 do rie²enia, získame

u(0, θ) = A0 =
1

2π

∫ π

−π

f(θ) dθ

Inými slovami v teplota v strede kruhu je presne priemerná teplota pozd¨º
okraja kruhu.

Tento fakt platí v²eobecnej²ie pre ©ubovo©nú oblas´ R v nasledovnej
forme: Ak u je rie²enie ∇2u = 0 s danými hodnotami na f(x) na okraji
∂R oblasti R a bod a0 ∈ R je stredom kruhu Da0 , ktorý celý leºí v oblasti
R, tak u(a0) je integrálny priemer funkcie u(x) na hranici kruhu ∂Da0 .

�iºe vo©ne povedané pre prípad stacionárneho rozloºenia teploty v ob-
lasti R, teplota v ©ubovo©nom bode oblasti R je rovná priemernej teplote na
©ubovo©nej kruºnici so stredom v a0 leºiacej vnútri oblasti R.

Princíp maxima

Je vlastne dôsledkom vety o strednej hodnote. Princíp maxima hovorí, ºe ne-
kon²tantné rie²enie Laplacovej rovnice nemôºe ma´ maximum vnútri oblasti
R. Takºe nekon²tantné rie²enie ∇2u = 0 má rie²enie len na ∂R.

Nazna£íme dôvod, pre£o je to tak. Ak by v bode P z vnútra oblasti R
bolo maximum rie²enia, vezmime kruh DP so stredom v bode P , ktorý celý
leºí v oblasti R. Ke¤ºe v hodnota rie²enia v bode P je priemerom hodnôt na
okraji ∂DP , ale zárove¬ v P je maximálna hodnota, musí by´ v celom kruhu
rovnaká hodnota ako v bode P , t.j. rie²enie musí by´ v celom tomto kruhu
kon²tantné. Potom ale rie²enie je kon²tantné pozd¨º ©ubovo©nej cesty medzi
bodom P a ©ubovo©ným iným bodom oblastiR � sta£í uvaºova´ vhodné kruhy
pozd¨º cesty a pre kaºdý zopakova´ Predo²lý argument. Takto ale ukáºeme,
ºe uvaºované rie²enie je kon²tantné vnútri oblasti R, £iºe ak by rie²enie malo
maximum vnútri oblasti R, tak je nutne kon²tanté.

Zrejme ak u je rie²enie rovnice ∇2u = 0, tak −u je tieº rie²ením a ak v
bode P má u maximum, tak v bode P má −u minimum, a teda maximum a
minimum môºe rie²enie Laplacovej rovnice dosahova´ len na okraji oblasti.

Rie²enie ∇2u je jednozna£né a spojite závisí na nehomogénnych
dátach

Nech u je rie²enie ∇2u = 0 na oblasti R s u = f(x) na okraji oblasti a v je
rie²enie ∇2v = 0 na oblasti R s v = g(x) na okraji oblasti. Potom w = u− v
je rie²ením ∇2w = 0 s w = f(x)− g(x) na okraji oblasti. Z princípu maxima
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(a minima) dostávame

min(f(x)− g(x)) ≤ w ≤ max(f(x)− g(x))

z £oho ©ahko odvodíme, ºe

max |w| = max |u− v| ≤ max |f(x)− g(x)|.

Takºe ak max |f(x) − g(x)| < ϵ, tak max |u − v| < ϵ, z £oho vidno spojitú
závislos´ rie²enia od nehomogénnych dát (ak sa za£iato£né podmienky f a g
lí²ia len málo, tak sa málo lí²ia aj rie²enia).

Jednozna£nos´ sa ukáºe podobne. Ak u a v sú rie²enie Laplacovej rovnice s
okrajovou podmienkou u = v = f(x) na okraji oblasti, tak funkcia w = u−v
je rie²ením Laplacovej rovnice s okrajovou podmienkou w = 0 na okraji
oblasti. Potom ale z princípu maxima dostávame, ºe 0 ≤ w ≤ 0, £iºe w = 0,
a teda u− v = 0, z £oho u = v.

Podmienky rie²ite©nosti

Vezmime rovnicu∇2u = 0 na dvojrozmernej oblasti a dvakrát ju zintegrujme.
Dostaneme

0 =

∫∫
R

∇2u dS =

∫∫
R

∇ · (∇u) dS =

∮
∂R

∇u · n̂ dl

kde n̂ je jednotkový vektor vonkaj²ej normály k hranici oblasti. Táto rovnos´
platí práve vtedy, ke¤ ∇u · n̂ = 0 na ∂R. V²imnime si ale, ºe ϕ = −K0∇u · n̂
je tepelný tok. Takºe ∇2u = 0 má rie²enie práve vtedy, ke¤ celkový tepelný
tok pozd¨º hranice je nulový.

Príklad: (Úloha, ktorej rie²enie nezávisí spojite na nehomogénnych dátach)
Uvaºujme úlohu

∂u

∂t
= −k

∂2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ L

u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x).

Pouºitím metódy separácie premenných spo£ítame, ºe rie²enie je

u(x, t) =
∞∑
n=0

An sin
nπx

L
ek(

nπ
L )

2
t
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s koe�cientami

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx.

Ozna£me u′ rie²enie predo²lej úlohy s pozmenenou za£iato£nou podmien-
kou pre nejaké prirodzené £íslo m

u(x, 0) = f(x) +
1

m
sin

mπx

L
.

Potom max |f(x) + 1
m
sin kπx

L
− f(x)| = 1

m
£iºe za£iato£né podmienky sa pre

ve©ké m lí²ia len málo.
Ak v²ak spo£ítame koe�cienty rie²enia pre pozmenenú za£iato£nú pod-

mienku, dostaneme

A′
r = Ar +

{
0, r ̸= m
1
m

r = m.

a teda rie²enie pre túto za£iato£nú podmienku je

u′(x, t) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

L
ek(

nπ
L )

2
t +

1

m
sin

mπx

L
ek(

mπ
L )

2
t.

Av²ak max |u′ − u| = max | 1
m
sin mπx

L
ek(

mπ
L )

2
t| = 1

m
ek(

mπ
L )

2
t je pre ve©ké m

(t.j. pre blízke za£iato£né podmienky) ve©ké.

0.7 Vlnová rovnica

Odvodenie

Uvaºujme natiahnutú strunu v stacionárnej pozícii s vhodne upevnenými
koncami. Pre odvodenie vlnovej rovnice budeme predpoklada´ ºe sklon struny
pri kmitaní bude malý. V¤aka tomu môºeme zanedba´ horizontálnu zloºku
výchylky bodov struny. Budeme teda predpoklada´, ºe body struny sa po-
hybujú vertikálne. Polohu bodu x vo vertikálnom smere v £ase t ozna£íme
y = u(x, t).

Vezmime malý (in�nitezimálny) úsek struny medzi x a x + ∆x. Nech
hustota struny je ρ0(x). Hmotnos´ vybraného úseku struny je potom pribliºne
ρ0(x)∆x. Zrýchlenie je dané pôsobiacimi silami, takºe pouºijeme Newtonov
zákon F = ma.
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Obr. 8: Pre malý sklon struny, je moºné zanedba´ horizontálnu zloºku v
premiestnenia bodu struny.

Potrebujeme teda pozna´ sily pôsobiace na daný úsek, pri£om vzh©adom
na predo²lú poznámku, sta£í skúma´ len vertikálne zloºky týchto síl.

Ak predpokladáme, ºe struna je ideálne pruºná, potom sila, ktorou pôsobí
zvy²ok struny na konce vybraného úseku pôsobí v smere doty£nice k strune
v týchto koncoch. Ve©kos´ tejto sily ozna£íme T (x, t). �alej ozna£me θ(x, t)
uhol, ktorý zviera doty£nica k strune v danom bode s vodorovnou priamkou
(osou x). Pomocou tohoto uhla je potom moºné získa´ vertikálne komponenty
síl.

Ak y je výchylka bodu x struny v £ase t tak smernicu doty£nice v tomto
vychýlenom bode je moºné spo£íta´ ako tan θ(x, t), ale tieº ako ∂y

∂x
= ∂u

∂x
, £iºe

∂y

∂x
= tan θ(x, t) =

∂u

∂x

Z Newtonovho pohybového zákona dostaneme, ºe hmotnos´ ρ0(x)∆x úseku
vynásobená druhou deriváciou vertikálnej polohy bodu (y = u(x, t)) pod©a
£asu sa rovná výslednej sile pôsobiacej na úsek struny, £o sú vertikálne kom-
ponenty napä´ových (´ahových?) síl a vertikálne komponenty ¤al²ích síl pô-
sobiacich na strunu (napríklad gravita£ná sila), £iºe dostávame rovnos´

ρ0(x)∆x
∂2u

∂t2
= T (x+∆x, t) sin θ(x+∆x, t)− T (x, t) sin θ(x, t) + ρ0(x)∆xQ(x, t).

Q(x, t) ozna£uje ve©kos´ vertikálneho komponentu sily pôsobiacej na jednotku
hmotnosti struny.

Vydelením ∆x a limitným prechodom ∆x → 0 dostaneme

ρ0(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x
[T (x, t) sin θ(x, t)] + ρ0(x)Q(x, t).
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Obr. 9: Sily pôsobiace na krátky úsek struny. Výchylka je prehnaná kvôli
zobrazeniu uhlov θ. T (x, t) sú d¨ºky vyzna£ených vektorov.

Ke¤ºe na za£iatku sme predpokladali len malý sklon struny, tak

sin θ(x, t) ≈ tan θ(x, t) =
∂u

∂x

a po nahradení v predo²lej rovnosti dostávame rovnicu

ρ0(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
T (x, t)

∂u

∂x

]
+ ρ0(x)Q(x, t).

V prípade malých výchyliek môºeme pre ideálne pruºnú strunu povaºova´
T (x, t) za kon²tantnú, T (x, t) = T0. V tom prípade dostávame

ρ0(x)
∂2u

∂t2
= T0

∂2u

∂x2
+ ρ0(x)Q(x, t).

Ak jediná vonkaj²ia sila je gravitácia Q(x, t) = −g, pri£om v prípade ve©mi
napnutej struny je T0

∂2u
∂t2

≫ −g, takºe Q môºeme v takom prípade zanedba´
a dostaneme

ρ0(x)
∂2u

∂t2
= T0

∂2u

∂x2

resp. po vydelení ρ0(x) a poloºení c2 = T0/ρ0(x)

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
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Ozna£enie c2 = T0/ρ0(x) je motivované jednotkami uvedeného podielu.
T0 je sila, £iºe T0[kg ms−2], ρ0(x)[kg m−1] je hustota (jednorozmerná), takºe
ich podiel má jednotku [m2 s−2], £o je vlastne druhá mocnina rýchlosti. V
prípade homogénnej struny je hustota kon²tantná a teda aj c2 je kon²tanta.

Okrajové podmienky

Podobne ako v prípade rovnice vedenia tepla, rie²enie vlnovej rovnice bude
závisie´ od obmedzení daných na koncoch struny. Prvý typ okrajových pod-
mienok sú podmienky, ktoré ur£ujú pohyb koncov struny vo vertikálnom
smere. Pre strunu d¨ºky L, ktorej konce sú x = 0 a x = L sú to

u(0, t) = f(t), u(L, t) = g(t).

Pre ²peciálny prípad f(x) = g(x) = 0 dostávame strunu s pevnými koncami.
Zaujímavej²ie okrajové podmienky dostaneme, ak je koniec struny pri-

pevnený na nejaký dynamický systém. Tento typ podmienok ilustrujeme na
príklade, ke¤ koniec struny je upevnený na mechanický oscilátor (struna�
závaºie, spring�mass system, S�M).

Predpokladajme, ºe koniec struny x = 0 je upevnený na závaºie takého
mechanického oscilátora, ktorého pohyb je viazaný vo vertikálnom smere.
D¨ºku nenatiahnutej pruºiny ozna£me l a výchylku závaºia (a tým pádom aj
výchylku konca struny) ozna£íme y(t) = u(0, t). Potom z Hookovho zákona
a Newtonovho zákona vieme, ºe

m
d2y

dt2
= −k[y(t)− ys(t)− l] + ¤al²ie sily, (48)

kde m je hmotnos´ závaºia a ys(t) je poloha upevnenia pruºiny (na opa£nej
strane neº je závaºie), ktorá sa tieº môºe meni´ v £ase.

Na závaºie pôsobí kmitajúca struna silou v smere doty£nice k strune v
bode x = 0, ktorej ve©kos´ vo vertikálnom smere je T (0, t) sin θ(0, t), £o je
moºné v prípade malého sklonu struny na okraji opä´ nahradi´

T (0, t) sin θ(0, t) ≈ T0 tan θ(0, t) = T0
∂u

∂x
(0, t)

Preto (48) môºeme prepísa´ na tvar (y(t) = u(0, t))

m
∂2u

∂t2
(0, t) = −k[u(0, t)− ys(t)− l] + T0

∂u

∂x
(0, t) + ¤al²ie sily

V ²peciálnom prípade ke¤ ¤al²ie pôsobiace sily sú nulové a závaºie je dosta-
to£ne malé, takºe sily pôsobiace na závaºie sú v rovnováhe (∂

2u
∂t2

= 0), získame
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Obr. 10: Struna upevnená na dynamický systém.

nehomogénnu elastickú podmienku

T0
∂u

∂x
(0, t) = k(u(0, t)− uE(t))

kde uE(t) = ys(t)+ l je rovnováºna poloha závaºia. Ak uE(t) = 0, teda rovno-
váºna poloha výchylky súhlasí so stacionárnou výchylkou struny, dostávame
homogénnu elastickú podmienku

T0
∂u

∂x
(0, t) = k u(0, t)

V prípade takéhoto upevnenia na druhej strane struny moºno odvodi´
elastické podmienky

T0
∂u

∂x
(L, t) = −k(u(L, t)− uE(t))

T0
∂u

∂x
(L, t) = −k u(L, t)

Pri týchto podmienkach je dôleºité dodrºa´ znamienka na pravej strane
(+ pre x = 0, − pre x = L).

�al²ím príkladom okrajových podmienok sú

∂u

∂x
(0, t) = 0 alebo

∂u

∂x
(L, t) = 0.

Vtedy hovoríme, ºe príslu²ný koniec struny je vo©ný. Túto vo©nos´ treba
chápa´ tak, ºe koniec struny sa pohybuje vo vertikálnom smere bez trenia
a iných pôsobiacích síl. Tieto podmienky sa dajú chápa´ ako limitný prípad
elastických podmienok pre k → 0
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Fixované okraje

Po¤me sa pozrie´ na rie²enie vlnovej rovnice

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ L

s okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0,

u(L, t) = 0.

Fyzikálne to zodpovedá kmitajúcej strune s pevne upevnenými nehybnými
koncami (napríklad struna na gitare prípadne husliach je celkom dobrý mo-
del). Na úplné rie²enie samozrejme potrebujeme e²te za£iato£nú podmienku.
Pretoºe vychádzame z pohybovej rovnice, potrebujeme dve podmienky � za-
£iato£nú polohu a za£iato£nú rýchlos´

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, t) = g(x).

Ke¤ºe uvedená rovnica je homogénna, lineárna a rovnaké vlastnosti majú
aj uvedené okrajové podmienky, môºeme pouºi´ metódu separácie premen-
ných u(x, t) = ϕ(x)h(t). Po odseparovaní a vo©be separa£nej kon²tanty do-
staneme

1

c2h

d2h

dt2
=

1

ϕ

d2ϕ

dx2
= −λ

z okrajových podmienok potom dostávame Sturm-Liouvillov problém vlast-
ných £ísel pre ϕ

d2ϕ

dϕ2
= −λϕ

ϕ(0) = 0

ϕ(L) = 0,

ktorého vlastné £ísla sú λn =
(
nπ
L

)2 pre n = 1, 2, 3, . . . a vlastné funkcie
ϕn(x) = sin nπx

L
.

Pre h potom dostávame diferenciálne rovnice

d2h

dt2
= −λnch
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a ke¤ºe λn > 0 pre v²etky prípustné n, v²eobecným rie²ením je

h(t) = c1 cos
nπct

L
+ c2 sin

nπct

L

Z princípu superpozície dostaneme rie²enie vlnovej rovnice v tvare

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

nπct

L
+Bn sin

nπct

L

)
sin

nπx

L

Koe�cienty An a Bn získame zo za£iato£ných podmienok

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

L

£o je sínusový rad s koe�cientami An, preto

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx.

Z druhej za£iato£nej podmienky

∂u

∂t
(x, 0) = g(x) =

∞∑
n=1

Bn
nπc

L
sin

nπx

L

£o je opä´ sínusový rad s koe�cientami Bn
nπc
L
, preto

Bn
nπc

L
=

2

L

∫ L

0

g(x) sin
nπx

L
dx.

Pri poh©ade na rie²enie u(x, t) si môºeme v²imnú´, ºe kmitanie struny je
lineárnou kombináciou jednoduchých kmitov

sin
nπx

L

(
An cos

nπct

L
+Bn sin

nπct

L

)
Tieto kmity nazývame normálne módy. Ich amplitúdu vieme spo£íta´ ako√
A2

n +B2
n. Ak �xujeme jeden vnútorný bod struny a v²imneme £asovú £as´,

tak si môºeme uvedomi´, ºe kaºdý bod struny vykonáva jednoduchý kmi-
tavý pohyb s kruhovou frekvenciou (kruhová frekvencia je po£et kmitov
za 2π jednotiek £asu) nπc

L
, teda frekvencia kmitov je nc

2L
(vyde©te kruhovú

frekvenciu £íslom 2π). Tieto frekvencie nazývame prirodzené frekvencie
(tzv. harmonické).
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Pre n = 1 dostávame základnú frekvenciu, ktorej kruhová frekvencia je
cπ
L
.
Pri aplikácii vy²²ie uvedených faktov pre prípad struny na gitare (hus-

liach, prípadne iných strunových nástrojoch) máme, ºe základná frekven-
cia ur£uje základnú vý²ku tónu. Vy²²ie harmonické majú vplyv na farbu
tónu. Tieº si môºeme v²imnú´, ºe frekvenciu kmitov, a tým pádom vý²ku
tónu môºeme meni´ v princípe dvoma spôsobmi. Jedna je zmena kon²tanty
c =

√
T0/ρ0 a ke¤ºe hustotu struny zmeníme ´aºko, tak kon²tantu c v prin-

cípe meníme napínaním struny. Týmto spôsobom zvy£ajne nástroj ladíme.
Druhá moºnos´ je predlºovaním alebo skracovaním struny, £omu na nástroji
zodpovedá samotné hranie, ke¤ strunu skracujeme pouºitím prstov. Podobné
princípy fungujú aj pre dychové nástroje, kde zvy£ajne kmitá st¨pec vzduchu.

0.8 Viacrozmerná vlnová rovnica

Kmitajúca membrána

Nech u = u(x, y, t). Vlnová rovnica v 2D má tvar

∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
Fyzikálne opisuje kmitanie tenkej, vhodne upevnenej membrány. Spôsob upev-
nenia je ur£ený okrajovými podmienkami. V tejto £asti sa pozrieme na prípad
membrány obd¨ºnikového tvaru, s nepohyblivými stranami,

u(0, y, t) = 0, u(x, 0, t) = 0

u(L, y, t) = 0, u(x,H, t) = 0.

a za£iato£nou polohou a rýchlos´ou

u(x, y, 0) = α(x, y)

∂u

∂t
(x, y, 0) = β(x, y).

Ke¤ºe rovnica je lineárna a homogénna rovnako ako aj okrajové pod-
mienky, pouºijeme metódu separácie premenných, u(x, y, t) = ϕ(x, y)h(t).
Po odseparovaní vo©be separa£nej kon²tanty dostaneme rovnice

d2h

dt2
= −λc2h

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= −λϕ
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s okrajovými podmienkami pre ϕ

ϕ(0, y) = 0, ϕ(x, 0) = 0

ϕ(L, y) = 0, ϕ(x,H) = 0

Na rovnicu pre ϕ je moºné opä´ aplikova´ metódu separácie premenných s
ϕ(x, y) = f(x)g(y) a separa£nou kon²tantou µ. Po odseparovaní dostaneme
rovnice

d2f

dx2
= −µf

s okrajovými podmienkami

f(0) = 0 f(L) = 0

a

d2g

dy2
= −(λ− µ)g

s okrajovými podmienkami

g(0) = 0 g(H) = 0.

Rovnica pre f je klasický S-L okrajový problém, takºe vieme, ºe f a µ sú

µn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . . (49)

fn(x) = sin
nπx

L
. (50)

Pre kaºdé prípustné n je potom rovnica pre g tieº S-L okrajový problém
s vlastnými £íslami λ− µn. Takºe pre g dostávame

λmn − µn =
(mπ

H

)2
, m = 1m2, 3, . . .

gm(y) = sin
mπy

H
.

potom

λmn =
(nπ
L

)2
+
(mπ

H

)2
.

Z rovnice pre h v¤aka tomu, ºe λmn > 0 dostávame rie²enie

h(t) = c1 cos c
√
λmnt+ c2 sin c

√
λmnt.
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Potom výsledné rie²enie je

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
sin

mπy

H
cos c

√
λmnt

+
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Bmn sin
nπx

L
sin

mπy

H
sin c

√
λmnt

zo za£iato£nej podmienky

u(x, y, 0) =
∞∑

m=1

(
∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L

)
sin

mπy

H
= α(x, y)

dostaneme
∞∑
n=1

Amn sin
nπx

L
=

2

H

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
dy

a preto

Amn =
2

L

∫ L

0

[
2

H

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
dy

]
sin

nπx

L
dx

=
4

LH

∫ L

0

∫ H

0

α(x, y) sin
mπy

H
sin

nπx

L
dy dx

Analogickým postupom vyuºitím druhej za£iato£nej podmienky získame vz´ah
pre koe�cienty Bmn

c
√

λmnBmn =
4

LH

∫ L

0

∫ H

0

β(x, y) sin
mπy

H
sin

nπx

L
dy dx

Z tvaru u(x, y, t) získame podobne a v jednorozmernom prípade módy
vibrácií (

Amn cos c
√

λmnt+Bmn sin c
√

λmnt
)
sin

nπx

L
sin

mπy

H
.

Uzlové krivky módu sú mnoºiny bodov, ktoré nekmitajú. Z predpisu pre mód
vidno, ºe sú to body (x, y), pre ktoré sin nπx

L
= 0 a sin mπy

H
= 0. Pre prípad

obd¨ºnikovej membrány sú uzlové krivky úse£ky rovnobeºné so stranami ob-
d¨ºnika, ktoré rozde©ujú obd¨ºnik na n £astí vo vodorovnom smere a m £astí
vo zvislom smere.

V predchádzajúcom rie²ení sme videli, ºe výraz

sin
nπx

L
sin

mπy

H
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je rie²ením rovnice

d2h

dt2
= −λc2h

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= −λϕ

s príslu²nými nulovými okrajovými podmienkami. V kompaktnej²ej forme (a
v²eobecnej²ej forme) sa táto rovnica dá napísa´ v tvare

∇2ϕ+ λϕ = 0

a nazýva sa Helmholtzova rovnica. Okrajové podmienky majú pre oblas´ R
v rovine tvar

aϕ+ b∇ϕ · n̂ = 0

Vlastnosti rie²ení Helmholtzovej rovnice majú vlastnosti podobné S-L rovnici

1. V²etky vlastné hodnoty sú reálne,

2. Existuje nekone£ne ve©a vlastných hodnôt, pri£om existuje najmen²ia
a neexistuje najvä£²ia vlastná hodnota.

3. K jednej vlastnej hodnote môºe prislúcha´ viac vlastných funkcií (roz-
diel oproti S-L)

4. Vlastnými funkciami môºeme reprezentova´ ©ubovo©nú po £astiach hladkú
funkciu v zmysle

f(x, y) =
∑
λ

aλϕλ(x, y)

pri£om v bodoch nespojitosti rad konverguje k priemeru limít z©ava a
sprava.

5. Vlastné funkcie prislúchajúce rôznym vlastným hodnotám sú ortogo-
nálne s váhou σ = 1.∫∫

R

ϕλ1ϕλ2 dx dy = 0, λ1 ̸= λ2.

Navy²e rôzne vlastné funkcie prislúchajúce tej istej vlastnej hodnote je
moºné ortogonalizova´. Takºe systém v²etkých vlastných funkcií mô-
ºeme povaºova´ za ortogonálny systém funkcií.
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6. Vz´ah medzi vlastnou hodnotou λ a k nej prislúchajúcou vlastnou fun-
kciou je ur£ený Raileigho kvocientom, ktorý v 2D je

λ =
−
∮
∂R

ϕ∇ϕ · n̂ ds+
∫∫

R
|∇ϕ|2 dx dy∫∫

R
ϕ2 dx dy

Priamym dôsledkom 6. pre ∇2ϕ + λϕ = 0 s ϕ = 0 na celej hranici oblasti R
je ºe λ > 0.

V nami po£ítanom prípade máme

1. λmn = λmn =
(
nπ
L

)2
+
(
mπ
H

)2 sú reálne pre kaºdé m a n.

2. Máme nekone£ne ve©a λmn, najmen²ia je λ1 1

3. λ4 1 = λ2 2 a

sin
πx

L
sin

4πy

H
̸= sin

2πx

L
sin

2πy

H

5. Dôsledkom je moºnos´ vyjadrenia koe�cientov v rie²ení

f =
∑
λ

aλϕλ

priamo ako dvojné integrály∫∫
R

fϕλi
dx dy =

∑
λ

aλ

∫∫
R

ϕλϕλi = aλi

∫∫
R

ϕ2
λi
dx dy

Kmitanie kruhovej membrány

V tomto prípade uvaºujeme vlnovú rovnicu na kruhu s polomerom a, takºe
bude výhodné pouºi´ polárne súradnice. Postup je ve©mi podobný rie²eniu
rovnice vedenia tepla na kruhovej oblasti, takºe výklad trochu urýchlime.

∂2u

∂t2
= c2∇2u

s okrajovou podmienkou

u(a, θ, t) = 0,

a za£iato£nými podmienkami

u(r, θ, 0) = α(r, θ)

∂u

∂t
(r, θ, 0) = β(r, θ).
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Po separácií u(r, θ, t) = ϕ(r, θ)h(t) dostaneme opä´ rovnice

d2h

dt2
= −λc2h

a Helmholtzovu rovnicu v polárnom tvare

1

r

∂

∂r

(
r∂ϕ

∂r

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
+ λϕ = 0.

Pouºijeme ¤al²iu separáciu ϕ(r, θ) = f(r)g(θ) so separa£nou kon²tantou µ, z
ktorej odvodíme rovnice

d2g

dθ2
= −µg,

d

dr

(
r
df

dr

)
+ (λr2 − µ)f = 0

Pre rovnicu pre g podobnou úvahou ako pri rie²ení rovnice vedenia tepla
získame periodické okrajové podmienky

g(−π) = g(π)

dg

dθ
(−π) =

dg

dθ
(π)

Jednu okrajovú podmienku pre f máme z podmienky, ºe na ohrani£ujú-
cej kruºnici je hodnota u(a, θ, t) nulová, a preto f(a) = 0. Druhú okrajovú
podmienku moºno zvoli´ ako |f(r)| < ∞ z fyzikálnych dôvodov.

Potom rovnica z pre g s danými okrajovými podmienkami máme

µm = m2, m = 0, 1, 2, . . .

gm(θ) =

{
sinmθ,

cosmθ

Rovnicu pre f je moºné transformova´ na Besselovu rovnicu rádu m

z2
d2f

dz2
+ z

df

dz
+ (z2 −m2)f = 0, z =

√
λr

z ktorej získame rie²enia pre f

f(r) = c1Jm(
√
λr) + c2Ym(

√
λr).
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Ke¤ºe |f(r)| < ∞ a Ym je neohrani£ená (Jm je ohrani£ená), tak f(r) =
c1Jm(

√
λr). Z okrajovej podmienky f(a) = 0 potom máme, ºe

λmn =
(zmn

a

)2
kde zmn je n-tá nula funkcie Jm(z).

V²eobecné rie²enie pre h je opä´

h(t) = c1 cos
√
λct+ c2 sin

√
λct.

Kruhovo symetrický prípad

H©adajme rie²enie vlnovej rovnice na kruhovej oblasti, ktoré nezávisí od uhla
θ, u = u(r, t). Potom príslu²ná parciálna diferenciálna rovnica bude ma´ v
polárnych súradniciach tvar

∂2u

∂t2
=

c2

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
Ako okrajovú podmienku opä´ vezmeme u(a, t) = 0, t.j. membrána je upev-
nená na okraji. Za£iato£né podmienky sú u(r, 0) = α(r), ∂u

∂t
(r, 0) = β(r).

Metódou separácie premenných s u(r, t) = ϕ(r)h(t) získame rovnice

d2h

dt2
= −λc2t,

a

d

dr

(
r
dϕ

dr

)
+ λrϕ = 0

s okrajovou podmienkou ϕ(a) = 0 (a |ϕ(0)| = 0) z teórie S-L rovníc je známe,
ºe pre tento okrajový problém je λ > 0, takºe substitúciou

√
λr = z získame

rovnicu Besselovu rovnicu rádu 0

z2
d2ϕ

dz2
+ z

dϕ

dz
+ z2ϕ = 0.

Preto v²eobecné rie²enie pre ϕ je

ϕ(r) = c1J0(
√
λr) + c2Y0(

√
λr)

z ohrani£enosti ϕ v r = 0 dostávame c2 = 0. Preto ϕ(r) = c1J0(
√
λr).

Z okrajovej podmienky ϕ(a) = c1J0(
√
λa) = 0 dostávame, ºe λn =

(
zn
a

)2,
kde zn je n-tá nula funkcie J0(z).
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Výsledné rie²enie vlnovej rovnice je potom

u(r, t) =
∞∑
n=1

AnJ0(
√

λnr) cos c
√

λnt

+
∞∑
n=1

BnJ0(
√

λnr) sin c
√
λnt

Zo za£iato£ných podmienok potom získame hodnoty An a Bn s vyuºitím
ortogonality Besselových funkcií s váhou r

u(r, 0) =
∞∑
n=1

AnJ0(
√

λnr) = α(r),

preto

An =

∫ a

0
α(r)J0(

√
λnr)r dr∫ a

0
J0(

√
λnr)2r dr

a

c
√

λnBn =

∫ a

0
β(r)J0(

√
λnr)r dr∫ a

0
J0(

√
λnr)2r dr

0.9 Numerické metódy

V predo²lých £astiach sme videli pouºitie metódy separácie premenných na
h©adanie rie²ení niektorých PDR na geometricky pomerne jednoduchých ob-
lastiach. V prípade, ºe oblas´ v ktorej h©adáme rie²enie je zloºitej²ia táto
metóda nie je ve©mi pouºite©ná. V zloºitej²ích prípadoch sa preto pouºívajú
numerické metódy h©adania rie²ení PDR. Predstavíme si dve základné � me-
tódu kone£ných diferencií a metódu kone£ných prvkov.

Metóda kone£ných diferencií

My²lienka metódy kone£ných diferencií vychádza z aproximácie derivácie di-
ferenciami. De�ni£ný obor funkcie rozdelíme na kone£ný po£et úsekov (zvy-
£ajne) rovnakej d¨ºky ∆x. Existuje viacero spôsobov ako aproximova´ deri-
váciu diferenciami:

1. Dopredná diferencia

f ′(x0) ≈
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
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2. Spätná diferencia

f ′(x0) ≈
f(x0)− f(x0 −∆x)

∆x

3. Centrovaná diferencia (v princípe aritmetický priemer doprednej a spät-
nej diferencie)

f ′(x0) ≈
f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x

V prípade derivácií vy²²ích rádov s vyuºitím aproximácií pre f ′(x0 + ∆x) a
f ′(x0 −∆x) vieme získa´ aproximáciu druhej derivácie

f ′′(x0) ≈
f(x0 +∆x)− 2f(x0) + f(x0 −∆x)

(∆x)2
.

Podobne môºeme aproximova´ aj parciálne derivácie, napríklad pre fun-
kciu dvoch premenných u(x, y) a centrovanú diferenciu dostávame.

∂u

∂x
(x0, y0) ≈

u(x0 +∆x, y0)− u(x0 −∆x, y0)

2∆x
∂u

∂y
(x0, y0) ≈

u(x0, y0 +∆y)− u(x0, y0 −∆y)

2∆x

S vyuºitím aproximácie druhej derivácie vieme potom aproximova´ aj Lap-
lacov operátor aplikovaný na funkciu u(x, y)

∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
≈u(x0 +∆x, y0)− 2u(x0, y0) + u(x0 −∆x, y0)

(∆x)2

+
u(x0, y0 +∆y)− 2u(x0, y0) + u(x0, y0 −∆y)

(∆y)2

V prípade, ºe ∆x = ∆y, uvedenú aproximáciu moºno prepísa´ na tvar

∇2u ≈ u(x0 +∆x, y0) + u(x0 −∆x, y0) + u(x0, y0 +∆y) + u(x0, y0 −∆y)− 4u(x0, y0)

(∆x)2

Princíp pouºitia na rie²enie PDR je v princípe jednoduchý. Derivácie sa
nahradia diferenciami, a namiesto parciálnej diferenciálnej rovnice dostaneme
parciálnu diferen£nú rovnicu. Z nej potom odvodíme numerickú schému. Po-
stup si ukáºeme na príklade jednorozmernej rovnice vedenia tepla na intervale
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(0, L).

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

u(0, t) = 0,

u(L, t) = 0,

u(x, 0) = f(x).

Ke¤ºe u je funkcia dvoch nezávislých premenných x a t, zvolíme d¨ºku delenia
∆x a ∆t aj pre x aj pre t. Zrejme by sme chceli ∆x a ∆t £o najmen²ie
av²ak uvidíme, ºe vo©ba príli² malých hodnôt pre d¨ºky úsekov môºe spôsobi´
neprimerané pred¨ºenie doby výpo£tu.

Ak pouºijeme doprednú diferenciu na aproximáciu £asovej derivácie, par-
ciálnu diferenciálnu rovnicu aproximujeme

u(x0, t0 +∆t)

∆t
≈ k

u(x0 +∆x, t0)− 2u(x0, t0) + u(x0 −∆x, t0)

∆x
(51)

Ak rozdelíme interval (0, L) rovnomerne na N rovnakých úsekov, hodnota
∆x bude

∆x =
L

N
.

Ozna£me potom xj = j∆x.
Vývoj teploty budeme po£íta´ v nejakom £asovom úseku, ktorý tieº dis-

kretizujeme, t.j. budeme po£íta´ teplotu v konkrétnych £asoch tm = m∆t.
Budú nás teda zaujíma´ hodnoty u(xj, tm). Ozna£me u(xj, tm) = u

(m)
j . Potom

ak prepí²eme (51) v novom zna£ení a nahradíme ≈ symbolom =, dostaneme
parciálnu diferen£nú rovnicu

u
(m+1)
j − u

(m)
j

∆t
= k

u
(m)
j+1 − 2u

(m)
j + u

(m)
j−1

∆x

a za£iato£nú podmienku a okrajové podmienky môºeme prepísa´ ako

u
(0)
j = f(xj), j = 0, 1, 2, . . . , N

u
(m)
0 = 0, pre kaºdé m

u
(m)
N = 0, pre kaºdé m.

V diferen£nej rovnici si môºeme v²imnú´, ºe hodnotu teploty v £ase tm+1

v bode xj vieme spo£íta´ z hodnôt teplôt v £ase t v bodoch xj−1, xj a xj+1,
teda po úprave
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u
(m+1)
j = u

(m)
j + s(u

(m)
j+1 − 2u

(m)
j + u

(m)
j−1)

= su
(m)
j−1 + (1− 2s)u

(m)
j + su

(m)
j+1, (52)

pri£om

s = k
∆t

(∆x)2
(53)

Z toho potom dostávame, ºe

∆t =
s(∆x)2

k
,

£iºe hodnota parametra s ur£uje d¨ºku úseku delenia £asovej premennej. V
prípade nami získanej schémy musí s ≤ 1

2
, v opa£nom prípade je schéma ne-

stabilná a nezískame rie²enie. Taktieº si môºeme v²imnú´, ºe∆t závisí priamo
úmerne od druhej mocniny ∆x. Takºe ak máme husté delenie priestorovej
premennej, potrebujeme zvoli´ ∆t ve©mi malé, napríklad pre ∆x = 0, 001 je
∆t = 0, 000001s/k takºe aby sme získali rozumné rie²enie, daný £asový úsek
budeme musie´ rozdeli´ na ve©mi ve©a £astí, £o spoma©uje výpo£et

Vyjadrenie (52) umoº¬uje vytvori´ maticovú reprezentáciu uvedenej schémy.
Ak vytvoríme st¨pcový vektor z hodnôt u

(m)
j , j = 1, . . . , N − 1 ako st¨p-

cový vektor U (m), potom st¨pcový vektor U (m+1) s hodnotami u(m+1)
j , j =

1, . . . , N − 1 dostaneme vynásobením prvého vektora ²tvorcovou trojdiago-
nálnou maticou, s 1− 2s na diagonále a s nad a pod diagonálou.

A =


1− 2s s 0 · · · 0

s 1− 2s s · · · 0
0 s 1− 2s · · · 0

... . . . ...
0 · · · 0 s 1− 2s


Potom rie²enie v kaºdom (diskrétnom) £ase je moºné nájs´ pohodlne po-

mocou násobenia uvedenou maticou

U (1) = AU (0), U (2) = AU (1) = A2U (0), · · ·

Vy²²ie sme spomenuli, ºe nevýhodou tejto schémy je nestabilita pri zlej
vo©be s (resp.∆t). Jednou zo schém, ktoré týmto neduhom netrpia je Crankova-
Nicholsonova schéma, ktorá má tvar

u
(m+1)
j − u

(m)
j

∆t
=

k

2

[
u
(m)
j+1 − 2u

(m)
j + u

(m)
j−1

(∆x)2
+

u
(m+1)
j+1 − 2u

(m+1)
j + u

(m+1)
j−1

(∆x)2

]
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Obr. 11: Hodnota u
(m+1)
j sa spo£íta ako vhodná kombinácia hodnôt u

(m)
j−1,

u
(m)
j , u(m)

j+1, teda ak poznáme hodnotu teploty v £ase tm pre tri susedné body,
vieme spo£íta´ teplotu v £ase tm+1 pre jeden bod.

Ak tu ozna£íme opä´ s = k∆t/(∆x)2 tak táto schéma je stabilná pre kaºdé
s. Nevýhodou je zloºitej²í výpo£et, pretoºe na získanie hodnôt v £ase tm+1 je
nutné po£íta´ systém lineárnych rovníc

0.10 Numerické metódy

Metóda kone£ných prvkov

Pri metóde kone£ných prvkov h©adáme aproximáciu rie²enia pouºitím kom-
binácie kone£ného po£tu funkcií. Uvedenú metódu si predstavíme na príklade
Poissonovej rovnice s neznámou funkciou u = u(x, y).

∇2u = f(x, y)

pri£om u = 0 na hranici nejakej dopredu danej oblasti.
Zvolíme si kone£ný po£et tzv. testovacích funkcií Tj(x, y) (to, ako voli´

testovacie funkcie si ukáºeme neskôr), ktoré sp¨¬ajú okrajovú podmienku a
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Obr. 12: Na výpo£et hodnoty u(m+1)
j (zelený bod) je potrebné pozna´ hodnoty

v £ervených bodoch. Ke¤ºe ale hodnoty v £ase tm+1 nepoznáme, z tejto
schémy získame N − 2 rovníc s N − 2 neznámymi (okrajové podmienky v x0

a xN poznáme, preto N − 2) a ich rie²ením získame hodnoty u v £ase tm+1.

rie²enie budeme h©ada´ v tvare

U(x, y) =
n∑

j=1

UjTj(x, y),

kde Uj sú zatia© neznáme reálne £ísla. Zrejme takto zvolené "rie²enie"nemôºeme
jednoducho dosadi´ do pôvodnej rovnice. Pôvodnú rovnicu najskôr transfor-
mujeme na tvar, ktorý sa nazýva slabá forma PDR. Princíp transformácie je
nasledovný.

Pôvodnú rovnicu prenásobíme testovacou funkciou a zintegrujeme

∇2uTj = f(x, y)Tj (54)∫∫
R

∇2uTj dA =

∫∫
R

f(x, y)Tj dA (55)

Zo vz´ahu

∇ · (Ti∇u) = Ti∇2u+∇Ti · ∇u
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vyjadríme Ti∇2u a dosadíme do (55)∫∫
R

∇ · (Ti∇u)−∇Ti · ∇u dA =

∫∫
R

f(x, y)Ti dA (56)

Vyuºitím Greenovej vety∫∫
R

∇ ·B dA =

∮
∂R

B · n ds

môºeme ©avú stranu (56) napísa´ ako∮
∂R

Ti∇u · n ds−
∫∫

R

∇Ti · ∇u dA =

∫∫
fTi dA

a ke¤ºe Tj sú nulové na hranici oblasti (okrajová podmienka), krivkový in-
tegrál na ©avej strane bude nulový a výsledná slabá forma danej PDR bude∫∫

R

∇Ti · ∇u dA = −
∫∫

R

fTi dA.

Zrejme ak u je rie²ením pôvodnej Poissonovej rovnice, tak je aj rie²ením
slabej formy. Ak v²ak teraz dosadíme u = U do slabej formy, dostaneme po
krátkej úprave

n∑
j=1

Uj

∫∫
R

∇Ti · ∇Tj dA = −
∫∫

R

fTi dA (57)

V tomto poslednom výraze poznáme Ti, Tj a f , nezáme sú £ísla Uj. Ozna£me

Kij =

∫∫
R

∇Ti · ∇Tj dA

Fi = −
∫∫

R

fTi dA

Potom £ísla Kij de�nujú maticu K = (Kij) (tzv. matica tuhosti � sti�ness
matrix) a ak F = (Fi) je vektor pozostávajúci z £ísel Fi a U = (Ui), tak (57)
je moºné zapísa´ v maticovom tvare jednoducho ako

KU = F.

Rie²ením tejto maticovej rovnice získame hodnoty Ui.
Ostáva vyrie²i´ otázku vo©by testovacích funkcií. Ak by sme poznali or-

togonálne vlastné funkcie ϕi

∇2ϕi = λiϕi,
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V tomto prípade pre i ̸= j je Kij = 0 a matica K je preto diagonálna. V
takom prípade je potom jednoduché získa´ Ui: Ui = Fi/Kii.

Vlastné funkcie v²ak pre v²eobecnú oblas´ poznáme málokedy.
Ukáºku vo©by testovacích funkcií si predvedieme na oblasti z obrázka 13

a na²e zadanie (0 na okraji). Danú oblas´ najskôr triangulizujeme (rozdelíme
na trojuholníky, obr. 14). Testovacie funkcie potom zvolíme tak, ºe v i-tom
vnútornom bode, ktorý je vrcholom trojuholníka bude testovacia funkcia ma´
hodnotu 1, v ostatných vnútorných bodoch, ktoré sú vrcholmi trojuholníka
bude ma´ hodnotu 0 a zvy²né hodnoty sa doplnia tak, aby graf tvorili £asti
rovín (trojuholníky) ur£ené príslu²nými susednými tromi bodmi (obr. 15)

Obr. 13: Oblas´ rie²enia

Obr. 14: Triangulizácia oblasti rie²enia

Výhodou tejto vo©by je, ºe ak body (xi, yi) a (xj, yj) nie sú susedné (nie sú
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Obr. 15: Príklad testovacej funkcie T1(x1, y1)

spojené hranou), sú£in príslu²ných, vy²²ie uvedeným spôsobom vytvorených
testovacích funkcií bude 0 a na príslu²nom mieste matice K bude 0. Pri ve©mi
hustej triangulácií bude teda vä£²ina prvkov matice K rovná 0.

0.11 Komplexné funkcie

Komplexná funkcia je funkcia ktorej de�ni£ný obor a obor hodnôt su (pod)mnoºiny
komplexných £ísel. Pre S ⊂ C, f : S → C ozna£uje funkciu z podmonºiny
komplexných £ísel S do mnoºiny komplexných £isel C.

Príklad: Funkcia f : C → C, f(z) = z2.

Mnoho vlastností funkcií ostáva rovnakých ako v prípade reálnych funkcií,
podobne ako výpo£et limít a derivácií funkcií.

Funkciu f : S → C nazývame komplexne diferencovate©nou v bode z0, ak
existuje limita

df

dz
(z0) = lim

h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

f je komplexne diferencovate©ná na mnoºine S ak je komplexne diferencova-
te©ná v kaºdom bode mnoºiny S. Bod, v ktorom funkcia nie je diferencova-
te©ná sa nazýva singulárny bod.

Príklad: Derivácia funkcie f : C → C, f(z) = z2 pod©a premennej z je
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df
dz

= 2z. Podobne, ak by f(z) = ez
2
, tak df

dz
= 2zez

2
.

Na komplexné funkcie je niekedy výhodné nazera´ naslednovným spôso-
bom.

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

kde u a v sú uº reálne funkcie dvoch reálnych premenných.
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