
Domáca úloha 5

1. Nájdite rie²enie Laplaceovej rovnice na obd¨ºnikovej oblasti 0 ≤ x ≤ L,
0 ≤ y ≤ H s nasledovnými okrajovými podmienkami ∂u

∂x
(0, y) = g(y),

∂u
∂x

(L, y) = 0, u(x, 0) = 0, u(x,H) = 0.

Rie²enie: Rie²ime rovnicu

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Poloºme u(x, y) = Φ(y)h(x). Po odseparovaní premenných dostaneme

1

h

d2h

dx2
= −1

φ

d2Φ

dy2

Z okrajových podmienok vidíme, ºe okrajový problém dostaneme pre Φ, s
okrajovými podmienkami φ(0) = 0 a φ(H) = 0. Zvolíme preto separa£nú
kon²tantu λ tak, ºe

1

h

d2h

dx2
= −1

φ

d2Φ

dy2
= λ

Rie²me okrajový problém pre Φ.

d2Φ

dy2
= −λφ

φ(0) = 0

φ(H) = 0.

Uº vieme, ºe pre tento problém sú vlastné funkcie Φn(y) = sin nπy
H

a vlastné

hodnoty λn =
(
nπ
H

)2
, n = 1, 2, 3, . . .. (T.j. λn > 0 pre n = 1, 2, 3, . . . .)

Rovnica pre h (a kaºdé n = 1, 2, 3, . . .) je

d2h

dx2
= λnh.

Ke¤ºe λn > 0 pre kaºdé prípustné n, v²eobecné rie²enie tejto rovnice je

h(x) = c1 cosh
nπx

H
+ c2 sinh

nπx

H
.

Z homogénnej podmienky ∂u
∂x

(L, y) = 0 dostaneme ∂h
∂x

(L) = 0 a tieº vidíme,
ºe o nie£o výhodnej²ie bude bra´ v²eobecné rie²enie v tvare (chceme totiº
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dosadi´ L tak, aby niektorá z kon²tánt c1, c2 sa vo výslednom vyjadrení
nevyskytovala).

h(x) = c1 cosh
nπ(x− L)

H
+ c2 sinh

nπ(x− L)

H
.

Potom

dh

dx
= c1

nπ

H
sinh

nπ(x− L)

H
+ c2

nπ

H
cosh

nπ(x− L)

H

a

dh

dx
(L) = c2

nπ

H
= 0,

z £oho máme c2 = 0, lebo nπ
H
6= 0 pre v²etky prípustné n. Takºe rie²enie pre

h je

h(x) = c1 cosh
nπ(x− L)

H
.

Takºe rie²enie u je kombináciou príslu²ných sú£inových rie²ení

u(x, y) =
∞∑
n=1

An cosh
nπ(x− L)

H
sin

nπy

H
.

Koe�cienty An získame z nehomogénnej podmienky

∂u

∂x
=

∞∑
n=1

An
nπ

H
sinh

nπ(x− L)

H
sin

nπy

H

∂u

∂x
(0, y) = g(y) =

∞∑
n=1

An
nπ

H
sinh

nπ(−L)

H
sin

nπy

H
,

£o je sínusový rad, takºe pre jeho koe�cienty platí

An
nπ

H
sinh

nπ(−L)

H
=

2

H

∫ H

0

g(y) sin
nπy

H
dy.

z £oho

An =
2

nπ sinh(nπ(−L)/H)

∫ H

0

g(y) sin
nπy

H
dy.
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Rie²ením Laplacovej rovnice

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ H,

s okrajovými podmienkami

u(x,H) = 0,
∂u

∂x
(0, y) = g(y),

u(x, 0) = 0,
∂u

∂x
(L, y) = 0.

je funkcia

u(x, y) =
∞∑
n=1

An cosh
nπ(x− L)

H
sin

nπy

H
,

pri£om

An =
2

nπ sinh(nπ(−L)/H)

∫ H

0

g(y) sin
nπy

H
dy.
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