Domaca tiloha 4 - RieSenie

1. Uvazujme rovnicu vedenia tepla

ou 0*u
E—k‘@+Q(x,t) —00 < x <00
u(z,0) = f().

Ukazte, ze vSobecné rieSenie Fourierovej transformacie rieSenia U je

t
Uw,t) = c(w)e’k“% + e’“"%/ Q(w, T)ek“’zT dr.
0

Urcte c(w) a zapiSte rieSenie u(zx,t) tak, aby v iom vystupovali funkcie
f(z) a Q(x,t) a nie ich Fourierove transformacie.

Navod: (a) Ak F(w,a) je Fourierova transformécia funkcie f(z,a),

talk
]-“[/f(x,a) da] :/F(w,a) da.

(b) Veta o konvolucii.

RieSenie: Oznacme

[e.9]

Ulw,t) = Flu] = %/ u(z,t)e™ dr,

el 1 x WL

Q)= 7@l = 5 [ Qe e

Potom po aplikacii Fourierovej transformécie na rovnicu mame
2

F [%} —F [;{;% + Q(a:,t)} = kF {%} + FlQ(z, 1)]

Vyuzitim tabulky a nahradenim podla oznacCenia vy$Sie dostaneme rovnicu
ou — =
— = k(—iw)?U + Q,
= k(iU +Q
a po jednoduchej tprave dostaneme obycajni nehomogénnu diferencidlnu
rovnicu (vzhladom na t)

ou S
R
at+wU Q



Z teorie ODR (alebo priamym dosadenim) potom vieme, 7e Ze rieSenie
takej rovnice je naozaj

t
U(w, t) = c(w)e ™™ + e_kw2t/ Q(w, 7)™ dr.
0

Skiimanim U(w,0) dalej zistime, ze c(w) = F[f] = F(w).
U(w,1) je teda su¢tom dvoch funkcii

t
F(w)e k" a e’“”zt/ Q(w, 7)™ dr (1)
0

a vidime tiez, ze kazdé z nich je su¢inom dalsich dvoch funkcii.

. v . . , . . —Jery2
Vieme, Ze F(w) je Fourierovou transforméaciou funkcie f(z) a e "t
2

je

podla tabulky fourierovou transforméciou funkcie \/Ee_th. Potom z ta-
2

. « _ 24 . . , . . R
bulky vieme, ze F'(w)e ™" je Fourierova transformécia funkcie f./Ee™ .
Ostava integral

t t
ek“’Qt/ @(w,T)ek‘”QTdT:/ @(w,r) R T ekt 1
0

/ Q —kw t—7) dr

- [% P i

—f[/cg;m me 4k(€27>d7’]

Preto povodna funkcia u(w, t) je su¢tom

u(z,t) = = (\/gef’i) + /OtQ(a:,T) * 4 /—k(tﬂ— T)em”igﬂ dr

V pripade potreby je mozné u(x,t) zapisat v integralnom tvare s vyuzitim
frg=gxfa(f+g)xh=[fxh+gxh

1 [, [T _@-a?
t) = %/Oo f(z,t) i dz
1 [t [ T (@—3)2
— 7 _ T wend
S A e Tt




