
Domáca úloha 4 - Rie²enie

1. Uvaºujme rovnicu vedenia tepla

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+Q(x, t) −∞ < x <∞

u(x, 0) = f(x).

Ukáºte, ºe v²obecné rie²enie Fourierovej transformácie rie²enia U je

U(ω, t) = c(ω)e−kω
2t + e−kω

2t

∫ t

0

Q(ω, τ)ekω
2τ dτ.

Ur£te c(ω) a zapí²te rie²enie u(x, t) tak, aby v ¬om vystupovali funkcie
f(x) a Q(x, t) a nie ich Fourierove transformácie.

Návod: (a) Ak F (ω, α) je Fourierova transformácia funkcie f(x, α),
tak

F
[∫

f(x, α) dα

]
=

∫
F (ω, α) dα.

(b) Veta o konvolúcii.

Rie²enie: Ozna£me

U(ω, t) = F [u] =
1

2π

∫ ∞
−∞

u(x, t)eiωx dx,

Q(ω, t) = F [Q] =
1

2π

∫ ∞
−∞

Q(x, t)eiωx dx.

Potom po aplikácii Fourierovej transformácie na rovnicu máme

F
[
∂u

∂t

]
= F

[
k
∂2u

∂x2
+Q(x, t)

]
= kF

[
∂2u

∂x2

]
+ F [Q(x, t)]

Vyuºitím tabu©ky a nahradením pod©a ozna£enia vy²²ie dostaneme rovnicu

∂U

∂t
= k(−iω)2U +Q,

a po jednoduchej úprave dostaneme oby£ajnú nehomogénnu diferenciálnu
rovnicu (vzh©adom na t)

∂U

∂t
+ kω2U = Q
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Z teórie ODR (alebo priamym dosadením) potom vieme, ºe ºe rie²enie
takej rovnice je naozaj

U(ω, t) = c(ω)e−kω
2t + e−kω

2t

∫ t

0

Q(ω, τ)ekω
2τ dτ.

Skúmaním U(ω, 0) ¤alej zistíme, ºe c(ω) = F [f ] = F (ω).
U(ω, t) je teda sú£tom dvoch funkcií

F (ω)e−kω
2t a e−kω

2t

∫ t

0

Q(ω, τ)ekω
2τ dτ (1)

a vidíme tieº, ºe kaºdá z nich je sú£inom ¤al²ích dvoch funkcii.
Vieme, ºe F (ω) je Fourierovou transformáciou funkcie f(x) a e−kω

2t je

pod©a tabu©ky fourierovou transformáciou funkcie
√

π
kt
e−

x2

4kt . Potom z ta-

bu©ky vieme, ºe F (ω)e−kω
2t je Fourierova transformácia funkcie f ∗

√
π
kt
e−

x2

4kt .
Ostáva integrál

e−kω
2t

∫ t

0

Q(ω, τ)ekω
2τ dτ =

∫ t

0

Q(ω, τ) ekω
2τe−kω

2t dτ

=

∫ t

0

Q(ω, τ)e−kω
2(t−τ) dτ

=

∫ t

0

F
[
Q(x, τ) ∗

√
π

k(t− τ)
e−

x2

4k(t−τ)

]
dτ

= F
[∫ t

0

Q(x, τ) ∗
√

π

k(t− τ)
e−

x2

4k(t−τ) dτ

]
Preto pôvodná funkcia u(ω, t) je sú£tom

u(x, t) = f ∗
(√

π

kt
e−

x2

4kt

)
+

∫ t

0

Q(x, τ) ∗
√

π

k(t− τ)
e−

x2

4k(t−τ) dτ

V prípade potreby je moºné u(x, t) zapísa´ v integrálnom tvare s vyuºitím
f ∗ g = g ∗ f a (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x̄, t)

√
π

kt
e−

(x−x̄)2

4kt dx̄

+
1

2π

∫ t

0

∫ ∞
−∞

Q(x̄, τ)

√
π

k(t− τ)
e−

(x−x̄)2

4k(t−τ) dτ
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