0.1 RieSenie rovnice vedenia tepla na ohranice-
nom intervale

V predchadzajicej ¢asti sme si odvodili rovnicu vedenia tepla a podmienky
(potiatocna, okrajové), za ktorych by sme mali byt schopni najst jej riese-
nie. V tejto Casti si predstavime metoédu, pomocou ktorej budeme schopni
najst rieSenie rovnice vedenia tepla pre homogénnu rovnicu vedenia tepla
s konstantnymi koeficientami bez vnitornych zdrojov tepla so Specialnymi
okrajovymi podmienkami a Specidlnou zaciato¢nou podmienkou. Konkrétne
teda budeme uvazovat rovnicu vedenia tepla v tvare

ou 0*u
— =k— L, t 1
T prel O<z<L,t>0 (1)
s okrajovymi podmienkami
u(0,t) =0 (2)
u(L,t) =0 (3)

a zatial v8eobecnou zaciato¢nou podmienkou
u(z,0) = f(x). (4)

Tato tloha fyzikalne zodpoveda vedeniu tepla v tyéi dizky L konstantného
prierezu, s kon§tantnymi tepelnymi vlastnostami, ktorej konce st udrziavané
na konsStantnej teplote 0°.

0.1.1 Metoda separacie premennych

Ideou predstavenej metody je hlTadat rieSenie u(x,t) v tvare sucinu dvoch
funkcii, pricom kazda z tychto funkcii je funkciou jednej premennej,

u(z,t) = ¢p(x)G(1). (5)

Dosadime teda (5) do (1). Derivovanim (5) podla t a dva krat podla x
dostaneme

ou dG
E ¢($)E,
Pu Ao
i
a rovnica (1) prejde na tvar
6 _

$(a) 5 = kGt

dz?’



V fhom si vS§imneme, 7Ze mdzeme ,odseparovat funkcie zavislé od = a od t
tak, aby funkcie jednej konkrétnej premennej boli na jednej strane rovnice.
Konstanty moZno v principe umiestnit lubovolne. My si zvolime nasledovny
tvar po odseparovani premennych

1dG_ 18 ™
kG dt ¢ da?’

Na Tavej strane rovnosti mame teda funkciu od ¢ a na pravej funkciu od
z. Kedze x od t nezavisi a ani t od x nezavisi, z rovnosti (7) dostaneme, 7Ze
funkcie na oboch stranach tejto rovnosti musia byt rovné rovnakej konstante.
7 istych dovodov ozna¢me tito konstantu —\. Tymto sposobom sme dostali
z parcialnej diferencialnej rovnice (1) dve oby¢ajné diferencialne rovnice

1 dG
WGa
1d¢ _ _
ddx?
resp. po uprave
dG
— ==Xk
= G (8)

2¢
= (9)

Pozrime sa, ¢o pre funkcie ¢ a G vieme ziskat z okrajovych podmienok (2)
a (3). Z (2) mame ze ¢(0)G(t) = 0 pre kazdé ¢ > 0. To je moZné prave vtedy,
ked ¢(0) = 0 alebo G(t) = 0 pre vSetky ¢t > 0. V pripade G(t) = 0 pre vSetky
t > 0 hned dostaneme, 7e riesenie u(z,t) = 0 pre vSetky z a ¢ je rieSenim
rovnice 1 s okrajovymi podmienkami (2) a (3). Takéto rieSenie nazyvame
trividlnym rieSenim uvedenej parcidlnej diferencidlnej rovnice s okrajovymi
podmienkami. TakZe netrivialny pripad mozeme dostat pre ¢(0) = 0.

Z druhej okrajovej podmienky (3) ziskame ¢(L)G(t) = 0 a podobnou
tivahou ako v predoslom odstavcei prideme k zaveru, ze ¢(L) = 0.

Pre diferencidlnu rovnicu (8) nemame tym padom (zatial) ziadne pod-
mienky, zato pre rovnicu (9) sme ziskali dve okrajové podmienky ¢(0) =0 a
o(L) =0.

Vgeobecné rieSenie rovnice (8) je dobre zname,
G(t) = ce ™™, (10)

kde e je Eulerovo ¢islo a ¢ je Tubovolna konstanta. Casovo zavisla zlozka rie-
Senia je teda exponencidlna funkcia. Tu konstanta A\ urcuje spravanie funkcie



G(t). Zrejme 7 fyzikalneho hTadiska pri nami namodelovanej situacii neo¢aka-
vame exponencialny rast (ked A < 0), takze mame X > 0. Tento fakt neskor
vyplynie aj z formalnych argumentov.

Pozrime sa d'alej na priestorovu zlozku rieenia, ktora je urcend obyc¢ajnou
diferencialnou rovnicou druhého stupiia (9) s okrajovymi podmienkami (tzv.
okrajova tloha),

% = )¢ (11)
6(0) = 0 (12)
¢(L) =0 (13)

Na rozdiel od zaciatofnej tlohy (t.j. obycajnej diferencidlnej rovnice so za-
¢iatoénymi podmienkami) pre ktora je existencia a jednoznacnost rieSenia v
principe zarucena, pre okrajové tlohy neexistuje jednoducha teoria, ktora by
zarucovala existenciu a jednoznac¢nost rieseni takychto tloh. Co vieme v na-
Som pripade urcite povedat, ze funkcia ¢(z) = 0 pre kazdé z je ur¢ite rieSenim
(11) splhajtica (12) a (13). Toto riefenie voldme trivialne riegenie okrajovej
tlohy a zodpovedé trividlnemu rieSeniu rovnice vedenia tepla. Otazka je, ¢i
existuju aj nejaké netrivialne rieSenia uvedenej okrajovej ulohy. Ukaze sa,
7e ano, avSak existencia dalSich rieSeni bude zavisiet od hodnoty konStanty
A. Tieto hodnoty A nazyvame vlastné hodnoty a prislusné rieSenia okrajovej
tlohy nazyvame vlastné funkcie.

Vgeobecné rieSenie obycajnej diferencidlnej rovnice druhého radu (11)
spoc¢itame Standardnym sposobom. Charakteristickd rovnica asociovana s
rovnicou (11) je r? = —\. V zavislosti od A dostavame

e dva rydzo imaginarne korene r = +iv/\ ak A > 0,
e dvojnésobny koren r =0, ak A = 0,
e dva rozne realne korene r = +1/—)\, ak A < 0.
Vieobecné riesenie (11) bude potom zavisiet od A. Pozrime sa na jednotlivé

pripady.

A > 0 Pre tento pripad mame dve nezavislé riesenia rovnice (11), eVAT
e~V*  Pomerne jednoducho vidno, ze lubovolna linearna kombinacia tychto
rieSeni je tieZ rieSenie rovnice (11). Preto z Eulerovho vztahu e’ = cosp +
isin ¢ mozeme vSeobecné rieSenie ¢ rovnice (11) napisat v tvare

¢ = cq cos VI + Co sin Vz.



Z okrajovej podmienky ¢(0) = 0 dostaneme 7e ¢;=0, takze
o(x) = cosin V.
Druhé okrajova podmienka ¢(L) = 0 vedie k rovnici
0 = ¢y 8in \/XL,
Cize
\/XL:T[‘?”L, n=12...,

a preto vlastné hodnoty st

2
An:<%) =12, ..,

a vlastné funkcia prislichajica vlastnej hodnote A\, = (”—[)2 je
nm
() = casin\/ \,x = ca8in f:c

A =0 V tomto pripade rovnica (11) bude
o
ox2

ktorej jej vSeobecné riesenie je

¢ =c1+ cw

Okrajové podmienky ¢(0) = 0 a ¢(L) = 0 implikuji ¢; = 0 a ¢y = 0. Preto v
tomto pripade dostavame len trividlne rieSenie ¢ = 0 a A = 0 nepovazujeme
za vlastni hodnotu.

A < 0 Dve nezavislé rieSenia rovnice (11) v tomto pripade st eV > a eV~
Kvoli zjednoduSeniu zapisu zavedme substittiiciu s = —A. Potom uvedené

riefenia budu maft tvar eV® a e=V®, s > 0 a vieobecné riesenie bude

O = creV + coe VT,

Kvoli dalsej analyze s vyuzitim faktu, Zze TubovoIna linedrna kombinacia
uvedenych rieSeni rovnice (11) je rieSenie rovnice (11) prepiseme uvedené



vSeobecné riesenie do iného tvaru. Na to vyuzijeme funkcie hyperbolicky
sinus a hyperbolicky kosinus

. et —e™ " et + e ”
sinhy = ——— coshy = ——
2 ’ 2 ’

ktoré su linearnymi kombinaciami povodnych exponencialnych funkcii, a teda
st tieZ rieSenim rovnice (11). Ziskame tak rieSenie v tvare

¢ = c3cosh /s + ¢4 cosh v/sx

Z okrajovej podmienky ¢(0) = 0 a z faktu, Ze cosh0 = 1 a sinh0 = 0
dostaneme c3 = 0 a predpis pre ¢

¢ = cysinh/sz

Z okrajovej podmienky ¢(L) = 0 ziskame rovnicu
0 = c4sinh+/sL.

Bud je teda ¢4 = 0 a vtedy je ¢ = 0 trividlne rieSenie, alebo v opafnom
pripade, kedze funkcia sinhz je nulova len pre z = 0, lahko odvodime, ze
s =0 a opét bude ¢ = 0.

Tym sme ukézali, ze zaujimavé netrivéalne rieSenia rovnice (11) dostaneme
len pre A > 0.

Okrajova tloha

d?>¢ B
@
$(0) =0
H(L) =0

Vlastné hodnoty

Vlastné funkcie

On(2) :cgsin%x, neER n=12,...,.




Teraz sa moézeme vratit spat k rovnici vedenia tepla (1) s okrajovymi
podmienkami (2) a (3). RieSenie sme hladali metodou separacie premennych
v tvare u(z,t) = ¢(x)G(t). Po dosadeni G z (10) a ¢ dostaneme, Ze riesenim
rovnice vedenia tepla (1) s s okrajovymi podmienkami (2) a (3) je funkcia

u(z,t) = Bsin n—zze_k(m/m%, BeR, n=12,.... (14)

Samozrejme, roznou volbou n dostaneme rozne rieSenia.
Zatial sme nebrali vobec do uvahy zaciato¢ni podmienku. Ak do (14)
dosadime t = 0, dostaneme

u(z,0) = Bsin ?

7 toho sa moze zdat, Ze rieSenie uvazovanej rovnice vedenia tepla s danymi
okrajovymi podmienkami vieme najst len pre zac¢iato¢ni podmienku Speciél-
neho tvaru. Mozeme si v8ak uvedomit niekol'ko veci:

o Ak u(x,t) a v(x,t) sa rieSenia rovnice vedenia tepla (1) s okrajovymi
podmienkami (2) a (3), tak aj u(x,t) + v(z,t) je riesenim.

Pomerne jednoducho je vidno, 7Ze vysSie uvedené tvrdenie je mozné rozsirit
na Tubovolny kone¢ny pocet rieSeni uvedenej rovnice vedenia tepla. Ak teda
vezmeme pociato¢nu podmienku v tvare

nmT
g B, sm—

rieSenim problému (1), (2), (3), bude funkcia
u(z,t) =Y B,sin nLﬂe_’“(””/L)Zt

Cize rieSenie rovnice vedenia tepla s okrajovymi podmienkami (1), (2), (3)
vieme najst ak za¢iatona podmienka je v tvare konecnej linearnej kombinacie
sinusov.

To v8ak urc¢ite nie st vSetky funkcie, takze je prirodzenéd otazka, ¢o v
pripade, ze ako zaciatotnd podmienka bude funkcia, ktord nie je takouto
kone¢nou linedrnou kombinaciou. V takom pripade ndm poméze tedria Fou-
rierovych radov, z ktorej vyplyvaji nasledovné fakty

e Kazdu funkciu f(z) (za ur¢itych miernych obmedzeni) je moZné apro-

ximovat kone¢nou linedrnou kombinaciou sinusov sin "Z“:



e Aproximacia sa zlepSuje s rasticim poc¢tom ¢lenov linedrnej kombinéacie.

e Pre n — oo vysledny goniometricky rad konverguje (za urcitych pod-
mienok) k povodnej funkcii f(z).

Ak prijmeme tieto tvrdenia, potom kazdu zaciatoéni podmienku vieme za-
pisat v tvare radu

u(z,0) = ZB 8111m

a rieSenie rovnice vedenia tepla (1) s okrajovymi podmienkami (2), (3), s
vysSie uvedenou zaciatocnou podmienkou je

> nmwx 2
= B,, sin — e/ L)%t
2 Basin g

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iato¢na pod-
mienka
ou 0%u
— =k— O<xz<L,t>0
ot " ox? reten
u(0,t) =0,
u(L,t) =0,
= nmwx
0 = B, sin ——
(2.0 = J(2) = 3 Busin 7
Riesenie
= nmx 2
£ = B, sin 2L g—k(nm/L)*
u(z,t) ; sin ——e

Podobnym sposobom sa da metoda separacie premennych pouzit pri rie-
Seni rovnice vedenia tepla s okrajovymi podmienkami

2 0.2) =0,
L) =0,



Pri rozklade u(x,t) = ¢(x)G(t) dostaneme pre G(t) rovnakym postupom
ako v predchadzajicom pripade

G(t) = ce
Pre ¢(x) v8ak ziskame nasledovni okrajovi tlohu

0% B

@ - _)‘¢7
do
%(0) =0,
o

(L) =0.

Opaét je potrebné postupne uvazovat A >0, A=0a A < 0.
V pripade A > 0 je vSeobecné rieSenie pre ¢

¢ = ¢1 cos VAT + o sin vV Az

Derivovanim dostaneme
d
d_gb = VA(—c1 sin VAz + ¢ cos VAz).
T

Z okrajovej podmienky %(0) = 0 hned ziskame ¢, = 0. Druhé okrajova
podmienka potom dava

—\/Xcl sin VAL = 0.

Netrivialne riesenie dostaneme pre ¢; # 0, preto musi byt sin VAL = 0. Z
toho dostaneme vlastné hodnoty

2
A, = (%) n=1,2,3 ...

a vlastné funkcie

nmwx
o(z) =crcos—, n=1,23,....
L
Sucinové riesenie potom bude
nmx

u(z,t) = Acos ——e Mt n =123,

kde A je Tubovolna kongtanta.



V pripade A = 0 dostavame okrajovu tlohu, ktorti sme uz v inej stuvislosti
rieSili. Zistili sme, Ze v tomto pripade existuje netrividlne rieSenie, ktorym je
Tubovolna konstanta

o(x) = co.
Kedze pre A = 0 je ¢asova zlozka G(t) = ¢, sucinové rieenie je
u(z,t) = A.

Pre A < 0 sa da opat ukazat, Ze netrividlne su¢inové rieSenie neexistuje.
Ak si opét uvedomime fakt, ze aj v tomto pripade sicet rieSeni je rieSenie,
moZeme rieSenie u(x,t) zapisat v tvare

u(z,t) = Ag + Z A, cos ?e‘k(””/m%.
n=1

Podiato¢na podmienka u(z,0) = f(z) bude splnené, pokial f(x) je tvaru

- nm
flz) = Ao+ ZAncos -

n=1

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iatoéna pod-
mienka
ou 0%u
o = Fa3 O0<z<L,t>0,
ot ox2’ v ’
ou
—(0,t) =0
0,1) =0,
ou
—(L,t) =0
L (Lt) =0,
= nTT
u(z,0) = f(z) = Ag + ;Ancos e
Riesenie
U(ZE, t) = Ao+ nz::l A,, cos ?e—k(mﬂ)?t_




Na zaver si namodelujme ¢asovy vyvoj teploty v tenkom kruhovom prs-
tenci dlzky (s obvodom) 2L. Aby sme mohli pouZit metédu separacie premen-
nych potrebujeme zrejme poznat okrajové podmienky. Tie ziskame jednodu-
cho tak, ze prstenec v jednom mieste rozpojime a budeme sa nan pozerat ako
na priamu tenku ty¢ dlzky 2L. Z istych dovodov saradnice okrajov tejto tyce
zvolime —L a L. Ak vezmeme do tvahy, Ze povodne tato ty¢ tvorila sivisly
prstenec, tak v bodoch —L a L dochéadza k idedlnemu tepelnému kontaktu.
To znamené, ze okrajové teplota aj tepelny tok na okrajoch ty¢e —L a L st
rovnaké, ¢ize

u(—L,t) = u(L,t),
ou ou
—(—L,t) = —(L,1).
5 (" Lot) = 5 (L)
Tento typ okrajovych podmienok nazyvame periodické okrajové podmienky.
Cely model uvazovaného problému teda pozostava z rovnice vedenia tepla a
vyssie uvedenych okrajovych podmienok.

o _ o
ot Ox?
u(—=L,t) =u(L,t),
ou ou

Riesenie budeme hladat opdt v tvare siucinu u(x,t) = ¢(z)G(t), pricom rov-
nako ako v predoslych pripadoch je G(t) = ce .
Prislusny okrajovy problém pre ¢ bude

920
oz = M
o(—L) = o(L),
dé dé
%(—L) = %(L)-

Vseobecné rieSenie je opat
¢ = ¢1 cos VAT + ¢ sin V Az
Po aplikécii okrajovych podmienok pre A > 0 ziskame dve rovnice

Co SIn Vaz =0
clx/Xsin Vz = 0.

10



Ak teda sin Vz # 0, tak ¢; = co = 0 ¢im ziskame len trividlne rieSenie. V

2
pripade sin v Az dostaneme vlastné hodnoty A = (%) ,n=1,2,3,....

Na kon$tanty ¢; a ¢; v8ak nekladieme ziadne dalsie podmienky a je mozné
ich volit Tubovolne. Preto za vlastné funkcie mézeme povazovat funkcie

qﬁ(:z:):cosn—zx, n=123,...

o(z) :sin?, n=123,....

Lubovolna linedrna kombinécia tychto vlastnych funkcii (pre dant vlastni
hodnotu) je samozrejme opit vlastna funkcia.
Pomerne jednoducho sa ukaze ze pre A = 0 dostaneme netrividlne riesenie

¢(9C) = (i1,

ktoré je tym padom vlastnou funkciou zodpovedajicou vlastnej hodnote A =
0, a dalej ziadne A < 0 nie je vlastnou funkciou.
Pre kazdua z vlastnych funkcii pre A > 0 ziskame sti¢inové rieSenie

nww
w(z,t) = cos —— e~/ L)kt
L
resp.
nmr o—(nm/L)%kt

u(z,t) = sin —

Preto vSeobecné rieSenie rovnice vedenia tepla na kruhovom prstenci bude
nmwxr 2 nmtx 2
(n7r/L) kt —(nm/L) kt
(xt)—a0+g @ COS —— +E by, sin <€

Pociatoént podmienku u(x,0) = f(x) je mozné splnit, pokial

o0
nmx nnx
T) = ag+ g ancos—+ E by, sin ——
n=1

11



Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za¢iato¢na pod-
mienka

ou 0%*u
o% I
T e  U<esh il
U(—L,t) = U/(L,t),

ou ou

—(=L,t) = —(L,1

(9.27( ) ) a ( ) ):

u(z,0) = = Ao+ E A, cos—+ E B, sm—mm
RieSenie

u(z,t) = AO+ZA cos 2% L *k("“/L)Qt_FZB ot : L —k(nm/L)?t

n=l1 n=1
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