
0.1 Rie²enie rovnice vedenia tepla na ohrani£e-

nom intervale

V predchádzajúcej £asti sme si odvodili rovnicu vedenia tepla a podmienky
(po£iato£ná, okrajové), za ktorých by sme mali by´ schopní nájs´ jej rie²e-
nie. V tejto £asti si predstavíme metódu, pomocou ktorej budeme schopní
nájs´ rie²enie rovnice vedenia tepla pre homogénnu rovnicu vedenia tepla
s kon²tantnými koe�cientami bez vnútorných zdrojov tepla so ²peciálnymi
okrajovými podmienkami a ²peciálnou za£iato£nou podmienkou. Konkrétne
teda budeme uvaºova´ rovnicu vedenia tepla v tvare

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0 (1)

s okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0 (2)
u(L, t) = 0 (3)

a zatia© v²eobecnou za£iato£nou podmienkou

u(x, 0) = f(x). (4)

Táto úloha fyzikálne zodpovedá vedeniu tepla v ty£i d¨ºky L kon²tantného
prierezu, s kon²tantnými tepelnými vlastnos´ami, ktorej konce sú udrºiavané
na kon²tantnej teplote 0◦.

0.1.1 Metóda separácie premenných

Ideou predstavenej metódy je h©ada´ rie²enie u(x, t) v tvare sú£inu dvoch
funkcií, pri£om kaºdá z týchto funkcií je funkciou jednej premennej,

u(x, t) = φ(x)G(t). (5)

Dosadíme teda (5) do (1). Derivovaním (5) pod©a t a dva krát pod©a x
dostaneme

∂u

∂t
= φ(x)

dG

dt
,

∂2u

∂x2
=
d2φ

dx2
G(t)

a rovnica (1) prejde na tvar

φ(x)
dG

dt
= kG(t)

d2φ

dx2
. (6)
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V ¬om si v²imneme, ºe môºeme �odseparova´� funkcie závislé od x a od t
tak, aby funkcie jednej konkrétnej premennej boli na jednej strane rovnice.
Kon²tanty moºno v princípe umiestni´ ©ubovo©ne. My si zvolíme nasledovný
tvar po odseparovaní premenných

1

kG

dG

dt
=

1

φ

d2φ

dx2
. (7)

Na ©avej strane rovnosti máme teda funkciu od t a na pravej funkciu od
x. Ke¤ºe x od t nezávisí a ani t od x nezávisí, z rovnosti (7) dostaneme, ºe
funkcie na oboch stranách tejto rovnosti musia by´ rovné rovnakej kon²tante.
Z istých dôvodov ozna£me túto kon²tantu −λ. Týmto spôsobom sme dostali
z parciálnej diferenciálnej rovnice (1) dve oby£ajné diferenciálne rovnice

1

kG

dG

dt
= −λ

1

φ

d2φ

dx2
= −λ

resp. po úprave

dG

dt
= −λkG (8)

d2φ

dx2
= −λφ (9)

Pozrime sa, £o pre funkcie φ a G vieme získa´ z okrajových podmienok (2)
a (3). Z (2) máme ºe φ(0)G(t) = 0 pre kaºdé t > 0. To je moºné práve vtedy,
ke¤ φ(0) = 0 alebo G(t) = 0 pre v²etky t > 0. V prípade G(t) = 0 pre v²etky
t > 0 hne¤ dostaneme, ºe rie²enie u(x, t) = 0 pre v²etky x a t je rie²ením
rovnice 1 s okrajovými podmienkami (2) a (3). Takéto rie²enie nazývame
triviálnym rie²ením uvedenej parciálnej diferenciálnej rovnice s okrajovými
podmienkami. Takºe netriviálny prípad môºeme dosta´ pre φ(0) = 0.

Z druhej okrajovej podmienky (3) získame φ(L)G(t) = 0 a podobnou
úvahou ako v predo²lom odstavci prídeme k záveru, ºe φ(L) = 0.

Pre diferenciálnu rovnicu (8) nemáme tým pádom (zatia©) ºiadne pod-
mienky, zato pre rovnicu (9) sme získali dve okrajové podmienky φ(0) = 0 a
φ(L) = 0.

V²eobecné rie²enie rovnice (8) je dobre známe,

G(t) = ce−λkt, (10)

kde e je Eulerovo £íslo a c je ©ubovo©ná kon²tanta. �asovo závislá zloºka rie-
²enia je teda exponenciálna funkcia. Tu kon²tanta λ ur£uje správanie funkcie
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G(t). Zrejme z fyzikálneho h©adiska pri nami namodelovanej situácii neo£aká-
vame exponenciálny rast (ke¤ λ < 0), takºe máme λ ≥ 0. Tento fakt neskôr
vyplynie aj z formálnych argumentov.

Pozrime sa ¤alej na priestorovú zloºku rie²enia, ktorá je ur£ená oby£ajnou
diferenciálnou rovnicou druhého stup¬a (9) s okrajovými podmienkami (tzv.
okrajová úloha),

d2φ

dx2
= −λφ (11)

φ(0) = 0 (12)
φ(L) = 0 (13)

Na rozdiel od za£iato£nej úlohy (t.j. oby£ajnej diferenciálnej rovnice so za-
£iato£nými podmienkami) pre ktorú je existencia a jednozna£nos´ rie²enia v
princípe zaru£ená, pre okrajové úlohy neexistuje jednoduchá teória, ktorá by
zaru£ovala existenciu a jednozna£nos´ rie²ení takýchto úloh. �o vieme v na-
²om prípade ur£ite poveda´, ºe funkcia φ(x) = 0 pre kaºdé x je ur£ite rie²ením
(11) sp¨¬ajúca (12) a (13). Toto rie²enie voláme triviálne rie²enie okrajovej
úlohy a zodpovedá triviálnemu rie²eniu rovnice vedenia tepla. Otázka je, £i
existujú aj nejaké netriviálne rie²enia uvedenej okrajovej úlohy. Ukáºe sa,
ºe áno, av²ak existencia ¤al²ích rie²ení bude závisie´ od hodnoty kon²tanty
λ. Tieto hodnoty λ nazývame vlastné hodnoty a príslu²né rie²enia okrajovej
úlohy nazývame vlastné funkcie.

V²eobecné rie²enie oby£ajnej diferenciálnej rovnice druhého rádu (11)
spo£ítame ²tandardným spôsobom. Charakteristická rovnica asociovaná s
rovnicou (11) je r2 = −λ. V závislosti od λ dostávame

� dva rýdzo imaginárne korene r = ±i
√
λ ak λ > 0,

� dvojnásobný kore¬ r = 0, ak λ = 0,

� dva rôzne reálne korene r = ±
√
−λ, ak λ < 0.

V²eobecné rie²enie (11) bude potom závisie´ od λ. Pozrime sa na jednotlivé
prípady.

λ > 0 Pre tento prípad máme dve nezávislé rie²enia rovnice (11), ei
√
λx a

e−i
√
λx. Pomerne jednoducho vidno, ºe ©ubovo©ná lineárna kombinácia týchto

rie²ení je tieº rie²enie rovnice (11). Preto z Eulerovho vz´ahu eiϕ = cosϕ +
i sinϕ môºeme v²eobecné rie²enie φ rovnice (11) napísa´ v tvare

φ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.
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Z okrajovej podmienky φ(0) = 0 dostaneme ºe c1=0, takºe

φ(x) = c2 sin
√
λx.

Druhá okrajová podmienka φ(L) = 0 vedie k rovnici

0 = c2 sin
√
λL,

£iºe
√
λL = πn, n = 1, 2, . . . ,

a preto vlastné hodnoty sú

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, . . . ,

a vlastná funkcia prislúchajúca vlastnej hodnote λn =
(
nπ
L

)2 je

φ(x) = c2 sin
√
λnx = c2 sin

nπ

L
x.

λ = 0 V tomto prípade rovnica (11) bude

∂2φ

∂x2
= 0,

ktorej jej v²eobecné rie²enie je

φ = c1 + c2x

Okrajové podmienky φ(0) = 0 a φ(L) = 0 implikujú c1 = 0 a c2 = 0. Preto v
tomto prípade dostávame len triviálne rie²enie φ = 0 a λ = 0 nepovaºujeme
za vlastnú hodnotu.

λ < 0 Dve nezávislé rie²enia rovnice (11) v tomto prípade sú e
√
−λ a e−

√
−λ.

Kvôli zjednodu²eniu zápisu zave¤me substitúciu s = −λ. Potom uvedené
rie²enia budú ma´ tvar e

√
s a e−

√
s, s > 0 a v²eobecné rie²enie bude

φ = c1e
√
sx + c2e

−
√
sx.

Kvôli ¤al²ej analýze s vyuºitím faktu, ºe ©ubovo©ná lineárna kombinácia
uvedených rie²ení rovnice (11) je rie²enie rovnice (11) prepí²eme uvedené
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v²eobecné rie²enie do iného tvaru. Na to vyuºijeme funkcie hyperbolický
sínus a hyperbolický kosínus

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
,

ktoré sú lineárnymi kombináciami pôvodných exponenciálnych funkcií, a teda
sú tieº rie²ením rovnice (11). Získame tak rie²enie v tvare

φ = c3 cosh
√
sx+ c4 cosh

√
sx

Z okrajovej podmienky φ(0) = 0 a z faktu, ºe cosh 0 = 1 a sinh 0 = 0
dostaneme c3 = 0 a predpis pre φ

φ = c4 sinh
√
sx

Z okrajovej podmienky φ(L) = 0 získame rovnicu

0 = c4 sinh
√
sL.

Bu¤ je teda c4 = 0 a vtedy je φ = 0 triviálne rie²enie, alebo v opa£nom
prípade, ke¤ºe funkcia sinhx je nulová len pre x = 0, ©ahko odvodíme, ºe
s = 0 a opä´ bude φ = 0.

Tým sme ukázali, ºe zaujímavé netriválne rie²enia rovnice (11) dostaneme
len pre λ > 0.

Okrajová úloha

d2φ

dx2
= −λφ

φ(0) = 0

φ(L) = 0

Vlastné hodnoty

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, . . . ,

Vlastné funkcie

φn(x) = c2 sin
nπ

L
x, c2 ∈ R, n = 1, 2, . . . , .
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Teraz sa môºeme vráti´ spä´ k rovnici vedenia tepla (1) s okrajovými
podmienkami (2) a (3). Rie²enie sme h©adali metódou separácie premenných
v tvare u(x, t) = φ(x)G(t). Po dosadení G z (10) a φ dostaneme, ºe rie²ením
rovnice vedenia tepla (1) s s okrajovými podmienkami (2) a (3) je funkcia

u(x, t) = B sin
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t, B ∈ R, n = 1, 2, . . . . (14)

Samozrejme, rôznou vo©bou n dostaneme rôzne rie²enia.
Zatia© sme nebrali vôbec do úvahy za£iato£nú podmienku. Ak do (14)

dosadíme t = 0, dostaneme

u(x, 0) = B sin
nπx

L
.

Z toho sa môºe zda´, ºe rie²enie uvaºovanej rovnice vedenia tepla s danými
okrajovými podmienkami vieme nájs´ len pre za£iato£nú podmienku ²peciál-
neho tvaru. Môºeme si v²ak uvedomi´ nieko©ko vecí:

� Ak u(x, t) a v(x, t) sú rie²enia rovnice vedenia tepla (1) s okrajovými
podmienkami (2) a (3), tak aj u(x, t) + v(x, t) je rie²ením.

Pomerne jednoducho je vidno, ºe vy²²ie uvedené tvrdenie je moºné roz²íri´
na ©ubovo©ný kone£ný po£et rie²ení uvedenej rovnice vedenia tepla. Ak teda
vezmeme po£iato£nú podmienku v tvare

u(x, 0) =
M∑
n=1

Bn sin
nπx

L
,

rie²ením problému (1), (2), (3), bude funkcia

u(x, t) =
M∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t

�iºe rie²enie rovnice vedenia tepla s okrajovými podmienkami (1), (2), (3)
vieme nájs´ ak za£iato£ná podmienka je v tvare kone£nej lineárnej kombinácie
sínusov.

To v²ak ur£ite nie sú v²etky funkcie, takºe je prirodzená otázka, £o v
prípade, ºe ako za£iato£ná podmienka bude funkcia, ktorá nie je takouto
kone£nou lineárnou kombináciou. V takom prípade nám pomôºe teória Fou-
rierových radov, z ktorej vyplývajú nasledovné fakty

� Kaºdú funkciu f(x) (za ur£itých miernych obmedzení) je moºné apro-
ximova´ kone£nou lineárnou kombináciou sínusov sin nπx

L
.
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� Aproximácia sa zlep²uje s rastúcim po£tom £lenov lineárnej kombinácie.

� Pre n → ∞ výsledný goniometrický rad konverguje (za ur£itých pod-
mienok) k pôvodnej funkcii f(x).

Ak prijmeme tieto tvrdenia, potom kaºdú za£iato£nú podmienku vieme za-
písa´ v tvare radu

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L

a rie²enie rovnice vedenia tepla (1) s okrajovými podmienkami (2), (3), s
vy²²ie uvedenou za£iato£nou podmienkou je

u(x, t) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t.

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-

mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

u(0, t) = 0,

u(L, t) = 0,

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) =
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t.

Podobným spôsobom sa dá metóda separácie premenných pouºi´ pri rie-
²ení rovnice vedenia tepla s okrajovými podmienkami

∂u

∂x
(0, x) = 0,

∂u

∂x
(L, x) = 0,
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Pri rozklade u(x, t) = φ(x)G(t) dostaneme pre G(t) rovnakým postupom
ako v predchádzajúcom prípade

G(t) = ce−kλt

Pre φ(x) v²ak získame nasledovnú okrajovú úlohu

∂2φ

∂x2
= −λφ,

dφ

dx
(0) = 0,

dφ

dx
(L) = 0.

Opä´ je potrebné postupne uvaºova´ λ > 0, λ = 0 a λ < 0.
V prípade λ > 0 je v²eobecné rie²enie pre φ

φ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

Derivovaním dostaneme

dφ

dx
=
√
λ(−c1 sin

√
λx+ c2 cos

√
λx).

Z okrajovej podmienky dφ
dx
(0) = 0 hne¤ získame c2 = 0. Druhá okrajová

podmienka potom dáva

−
√
λc1 sin

√
λL = 0.

Netriviálne rie²enie dostaneme pre c1 6= 0, preto musí by´ sin
√
λL = 0. Z

toho dostaneme vlastné hodnoty

λn =
(nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . .

a vlastné funkcie

φ(x) = c1 cos
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

Sú£inové rie²enie potom bude

u(x, t) = A cos
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t, n = 1, 2, 3, . . . ,

kde A je ©ubovo©ná kon²tanta.
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V prípade λ = 0 dostávame okrajovú úlohu, ktorú sme uº v inej súvislosti
rie²ili. Zistili sme, ºe v tomto prípade existuje netriviálne rie²enie, ktorým je
©ubovo©ná kon²tanta

φ(x) = c0.

Ke¤ºe pre λ = 0 je £asová zloºka G(t) = c, sú£inové rie²enie je

u(x, t) = A.

Pre λ < 0 sa dá opä´ ukáza´, ºe netriviálne sú£inové rie²enie neexistuje.
Ak si opä´ uvedomíme fakt, ºe aj v tomto prípade sú£et rie²ení je rie²enie,

môºeme rie²enie u(x, t) zapísa´ v tvare

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t.

Po£iato£ná podmienka u(x, 0) = f(x) bude splnená, pokia© f(x) je tvaru

f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
.

Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-

mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(L, t) = 0,

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t.
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Na záver si namodelujme £asový vývoj teploty v tenkom kruhovom prs-
tenci d¨ºky (s obvodom) 2L. Aby sme mohli pouºi´ metódu separácie premen-
ných potrebujeme zrejme pozna´ okrajové podmienky. Tie získame jednodu-
cho tak, ºe prstenec v jednom mieste rozpojíme a budeme sa na¬ pozera´ ako
na priamu tenkú ty£ d¨ºky 2L. Z istých dôvodov súradnice okrajov tejto ty£e
zvolíme −L a L. Ak vezmeme do úvahy, ºe pôvodne táto ty£ tvorila súvislý
prstenec, tak v bodoch −L a L dochádza k ideálnemu tepelnému kontaktu.
To znamená, ºe okrajové teplota aj tepelný tok na okrajoch ty£e −L a L sú
rovnaké, £iºe

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂t
(−L, t) = ∂u

∂t
(L, t).

Tento typ okrajových podmienok nazývame periodické okrajové podmienky.
Celý model uvaºovaného problému teda pozostáva z rovnice vedenia tepla a
vy²²ie uvedených okrajových podmienok.

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂t
(−L, t) = ∂u

∂t
(L, t).

Rie²enie budeme h©ada´ opä´ v tvare sú£inu u(x, t) = φ(x)G(t), pri£om rov-
nako ako v predo²lých prípadoch je G(t) = ce−λkt.

Príslu²ný okrajový problém pre φ bude

∂2φ

∂x2
= −λφ

φ(−L) = φ(L),

dφ

dx
(−L) = dφ

dx
(L).

V²eobecné rie²enie je opä´

φ = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx

Po aplikácii okrajových podmienok pre λ > 0 získame dve rovnice

c2 sin
√
λx = 0

c1
√
λ sin

√
λx = 0.
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Ak teda sin
√
λx 6= 0, tak c1 = c2 = 0 £ím získame len triviálne rie²enie. V

prípade sin
√
λx dostaneme vlastné hodnoty λ =

(πn
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . ..

Na kon²tanty c1 a c2 v²ak nekladieme ºiadne ¤al²ie podmienky a je moºné
ich voli´ ©ubovo©ne. Preto za vlastné funkcie môºeme povaºova´ funkcie

φ(x) = cos
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . .

a

φ(x) = sin
nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . . .

�ubovo©ná lineárna kombinácia týchto vlastných funkcii (pre danú vlastnú
hodnotu) je samozrejme opä´ vlastná funkcia.

Pomerne jednoducho sa ukáºe ºe pre λ = 0 dostaneme netriviálne rie²enie

φ(x) = c1,

ktoré je tým pádom vlastnou funkciou zodpovedajúcou vlastnej hodnote λ =
0, a ¤alej ºiadne λ < 0 nie je vlastnou funkciou.

Pre kaºdú z vlastných funkcii pre λ > 0 získame sú£inové rie²enie

u(x, t) = cos
nπx

L
e−(nπ/L)

2kt

resp.

u(x, t) = sin
nπx

L
e−(nπ/L)

2kt

Preto v²eobecné rie²enie rovnice vedenia tepla na kruhovom prstenci bude

u(x, t) = a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
e−(nπ/L)

2kt +
∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
e−(nπ/L)

2kt.

Po£iato£nú podmienku u(x, 0) = f(x) je moºné splni´, pokia©

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
+
∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
.
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Rovnica vedenia tepla, okrajové podmienky, za£iato£ná pod-

mienka

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0,

u(−L, t) = u(L, t),

∂u

∂x
(−L, t) = ∂u

∂x
(L, t),

u(x, 0) = f(x) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
+
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
.

Rie²enie

u(x, t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t +
∞∑
n=1

Bn sin
nπx

L
e−k(nπ/L)

2t.
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