
Cvi£enie 6

1. Majme danú Laplaceovú rovnicu na obd¨ºnikovej oblasti 0 ≤ x ≤ L,
0 ≤ y ≤ H s nasledovnými okrajovými podmienkami

∂u

∂x
(0, y) = 0,

∂u

∂x
(L, y) = g(y),

∂u

∂y
(x, 0) = 0,

∂u

∂y
(x,H) = f(x)

(a) Aká je podmienka rie²ite©nosti tejto úlohy a jej fyzikálna interpre-
tácia?

(b) Ukáºte, ºe u(x, y) = A(x2 − y2) je rie²enie ak f(x) a g(y) sú
kon²tanty, ktoré sp¨¬ajú podmienku rie²ite©nosti.

(c)∗ Vyrie²te danú úlohu pre v²eobecné f(x), g(x) sp¨¬ajúce podmienku
rie²ite©nosti. (Návod: Vyuºite £as´ (b) a fakt, ºe f(x) = fav +

(f(x)− fav), kde fav = 1
L

∫ L
0
f(x) dx.)

Pripome¬me, ºe prúdová funkcia pre problém obtekania valca s polomerom
podstavy a je

ψ(r, θ) = c1 ln
r

a
+ U

(
r − a2

r

)
sin θ,

a zloºky rýchlosti prúdenia v polárnych súradniciach sú

ur =
1

r

∂ψ

∂θ
, uθ = −∂ψ

∂r
.

2. Nech uθ je uhlová zloºka rýchlosti tekutiny na valci (r = a). Nájdite
body na valci (t.j. uhol θ), v ktorých má táto funkcia maximum a kde
minimum.

3. Pre aké hodnoty θ bude ur = 0 mimo povrchu valca. Pre tieto hodnoty
θ nájdite hodnoty r, pre ktoré je aj uθ = 0.

4. Ukáºte, ºe prúdová funkcia ψ(r, θ) = α sin θ
r

sp¨¬a Laplaceovu rovnicu.
Ukáºte, ºe prúdnice tejto prúdovej funkcie sú kruºnice a na£rtnite ich.
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