Pokial by sme chceli pouzit ¢iastoéné pivotovanie, porusime symetriu. Ak by
sme teda pri vymenéch riadkov zachovat symetriu, musime menit aj prislusné
stipce, o viak sposobi, Ze na mieste pivota moze byt len prvok z diagonaly.
Prvky na diagonale viak mozu byt vSetky nulové aj pri regularnej matici, ako
ukazuje priklad
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V pripade kladne definitnych matic vSak mozeme pouzit nasledovny fakt

Veta. Ak symetrickd matica A je kladne definitna, tak vSetky jej hlavné
podmatice ziskané pri GEM st kladne definitné.

Dokaz. Vezmime kladne definitni symetrickd maticu

Po prvom kroku GEM ziskame maticu
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Vezmime Tubovolny nenulovy vektor z tvaru z = (z|y?)? kde 2 € R a y je
n — 1-vektor. Potom z kladnej definitnosti matice A méme
0 < 2T Az = 2%a1, + 2aTyx + y" By

Po dprave GEM pre prisluni podmaticu méme
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Potom mozeme odhadnuat
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Tato nerovnost plati pre Tubovolné z, teda aj pre x = faT—y, pre ktoré je vyraz
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n zatvorke rovny 0. T.j. B — “‘f je kladne definitna. Dalej indukcia.
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Vdaka tejto vete vieme, ze v diagonalnej matici D sa vetky prvky na di-
agonale kladné. Mozeme preto D odmocnit, D = v/Dv/D a prepisat

A=LDL" = LVDVDLT = LL"

Tym dostavame novy typ rozkladu pre symetrické kladne definitné matice, ktory
volame Choleského rozklad symetrickej kladne definitnej matice A.

A=LL" (1)

pricom L je dolna trojuholnikova matica s kladnymi prvkami na diagonale.



Aj ked Choleského rozklad dokazeme ziskat pomocou LDL rozkladu matice
A, efektivnejsie je pocitat ho porovnanim stlpcov matic v rovnosti (1). Pre nxn
maticu 4 a 1 < j < n mame
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oznacme pravu stranu ako vektor v
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Potom
L(4,5)L(,3) = v(§) = L(4,7) = Vv(5)
a
1 - v(j:n)
LG inj) = ———= |AG inj) = S LG RLG :mok) | = 222
v(j) — v(j)

Opit je mozné uSetrit miesto prepisovanim dolnej trojuholnikovej Casti matice
A. Priklad: Néjdite Choleského rozklad matice
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A:

RieSenie: Za¢neme vypoctom L(1,1), ¢o je zrejme \/A(1,1) = 2 a prvy stipec
matice L bude 2 A(1 : n,1). Prepisanim prvého stipca matice A dostaneme

2 -2 4 =2

-1 2 -5 -1

2 -5 22 8

1 -1 8 9

Dalej pokracujeme vypoctom druhého stipca.

L(2,2) = VA(2,2) - L(2,1)2 = /2 - (-1)2=1

L(2:4,2)=A(2:4,2) - L(2,1)L(2:n, )= | -5 —=(-1)| 2 | =1]-3



Dostavame tak

2 =2 4 =2
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Pre treti stipec mame

L(3,3) =A(3,3) —L(3,1)2 - L(3,2)2=v22—4-9=3
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Gize

Nakoniec uz len stac¢i spocitat

L(4,4) = \/A(4,4) — L(4,1)2 — L(4,2)2 - L(4,3)2=V9 -4 —-1=2

a mame vysledok

-1 1 -5 -1

2 3 3 8

1 0 2 2

teda rozklad

4 -2 4 =2 2 0 0 0 2 -1 2 1
A_—22—5—1_—1100 0 1 3 0
14 -5 2 8] 12 3 30 0 0 3 2
2 -1 8 9 1 0 2 2 0O 0 0 2

V pripade presnej aritmetiky vieme, ze kladne definitnd Stvorcova matica
mé Choleského rozklad. NavySe plati aj opa¢né tvrdenie v nasledujicej forme.
Ak vo vysgie uvedenom algoritme st vietky odmocniny kladné realne ¢isla, tak
dana matica je kladne definitn&. Choleského rozklad je preto mozné v pricipe
pouzit aj na zistenie, ¢i dana matica je kladne definitn4. Z hladiska numerickej

stability je zaujimava nerovnost
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Takze prvky matice L st pekne ohranicené.



LTLT rozklad

V pripade symetrickych indefinitnych matic sme videli, e LDL? rozklad exis-
tovat nemusi. A aj v pripade, Ze existuje, zlepSenie stability pivotovanim bez
straty symetrie mdézeme len vyberom pivota z diagonaly. Jedna z moznosti,
ako umoznit pivotovanie aj inymi prvkami ako diagonalnymi je LT LT rozklad
matice

rPAPT = LTL"™

kde P je permuta¢nd matica, L je dolna trojuholnikovi s jednotkami na di-
agondle a T je trojdiagonalna matica (matica v ktorej sa nenulové prvky mozu
nachadzat len na diagonéle a nad a pod diagonélou).

Pri pouziti LTLT rozkladu na rieSenie systému rovnic Az = b sa postupuje
nasledovne

Lz=Pb,Tw=z, LTy =w, z = PTy.
Uvedieme dva algoritmy na vypocet tohoto rozkladu. Prvy je zaloZzeny na
klasickej GEM s pivotovanim.
Parlettov-Riedov algoritmus

Nech A je matica n x n. Pomocou Gaussovych operacii budeme postupne
vytvarat trojdiagonalnu maticu. V prvom kroku vezmeme cast A(2 : n,1)
prvého stipca matice A a najdeme permuta¢ni maticu P taka ze vektor o =
PA(Q : n,2) bude mat na prvom mieste v absolitnej hodnote najvicsi prvok z
prvkov vektora A(2:n,1)

[o(1)| = max {|A(i, 1)[}.

2<i<n

Potom zostrojime permuta¢ni maticu P; = diag{1, 15} amaticu My = I—myel,
kde m; je vektor multiplikdtorov m; = (0 v(2)/v(1) v(3)/v(1) ---). Potom
vytvorime klasicky maticu

a; B 0
Br az w3
AW = My P APT MT = 8 u3

Tento postup opakujeme pre podmaticu A(2 : n,2 : n). Po n — 2 krokoch
dostaneme

T=A"% =M, P, _y---MyPLAPTMT ... PT ,MT ,
7z ¢oho lahko odvodime hladany rozklad
PAPT = LTL”

kde P=P, o---PraL= (M, 2P, o MP PT)~!. Mézeme si viimnit, ze
matica L ma prvy stlpec e;.



Aasenova metoda

Budeme hladat rozklad (zatial bez pivotovania)
A=LTL"

kde L je dolna trojuholnikova a L(:,1) = e; a
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Polozme H = TL”. To je tzv. horna Hessenbergova matica (matica, ktora
moze mat nenulové prvky najviac jeden krok pod diagonélou). Potom A = LH
a

J+1 J+1
A,g) = LH(:5) =Y L(: k)H(k,§) = > L(:, k)h(k)
k=1 k=1

pri¢om sme oznacili vektor A(1:j+1)=H(1:j+1,5) aj <n — 1. Potom
Jj+1

AG+1:n,j) =Y L(G+1:n,k)h(k)
k=1

=L(j+1:nj+Dh(G+1)+ > LG +1:n k)h(k)
k=1
)h +L(j+

=L(j+1:nj+1)h(j+1) 1:n,1:5)h(1:9)

teda
hG+DLG+1:n,j+1)=AG+1:n,5)—LE+1:n,1:5)h(1:7)

Této rovnica umoziuje spocitat j + 1-vy stipec matice L ak pozname vietky
predchéadzajice stlpce matice L a j-ty stlpec matice H. Ak oznacime

v(j+1l:n)=AG+1:n,5)—LE+1:n,1:5)h(l:7)
dostaneme v(j+1) = h(h+1), lebo L(j+1,j+1) = 1. Z toho potom dostavame

v(j+2:n)

L(j+2:n,54+1)= oG+ D)

V tomto kroku je z hladiska stability vhodné, aby v(j + 1) bolo ¢o najvicsie,
¢o vieme dosiahnut vhodnou permutaciou. Z predpisu pre v vidime, Ze tuto
permutaciu je potrebné aplikovat na A aj na L.



Pozrime sa teraz, ako v j-tom kroku ziskat prvky h(1 : 7 4+ 1). Na to
vyuZijeme vzfah H = TLT.

o1 P
B1 az [ 0
h(1
hE2§ 0 B2 az B3 L
h(j'Jrl) Bj-2 Zj—l 5&—1 ljjl—l
-1 j
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Na zaciatku kroku j pozname a(1:j—1), 8(1:5—1) a L(;,1: j). Pozname
teda prvych j — 2 riadkov (¢asti) matice T. Z toho dostdvame vztahy pre h(k),
1<k<j—1

h(1) = Bilj2
h(k) = Br—1ljk—1 + arljr + Brljkr1, 2<k<ji—-1

Hodnotu h(j) ziskame z A = LH

nasledne vieme spocitat

aj = h(j) = Bj-1ljj-1
Bi=h(G+1)=v(+1).



