
Pokia© by sme chceli pouºi´ £iasto£né pivotovanie, poru²íme symetriu. Ak by
sme teda pri výmenách riadkov zachova´ symetriu, musíme meni´ aj príslu²né
st¨pce, £o v²ak spôsobí, ºe na mieste pivota môºe by´ len prvok z diagonály.
Prvky na diagonále v²ak môºu by´ v²etky nulové aj pri regulárnej matici, ako
ukazuje príklad  0 1 1

1 0 1
1 1 0

 .

V prípade kladne de�nitných matíc v²ak môºeme pouºi´ nasledovný fakt

Veta. Ak symetrická matica A je kladne de�nitná, tak v²etky jej hlavné
podmatice získané pri GEM sú kladne de�nitné.

Dôkaz. Vezmime kladne de�nitnú symetrickú maticu

A =

(
a11 aT

a B

)
.

Po prvom kroku GEM získame maticu

A =

(
a11 aT

0 B − 1
a11
aaT

)
.

Vezmime ©ubovo©ný nenulový vektor z tvaru z = (x|yT )T kde x ∈ R a y je
n− 1-vektor. Potom z kladnej de�nitnosti matice A máme

0 < zTAz = x2a11 + 2aT yx+ yTBy

Po úprave GEM pre príslu²nú podmaticu máme

yT
(
B − aaT

a11

)
y = yTBy − (aT y)2

a11

Potom môºeme odhadnú´

yTBy − (aT y)2

a11
> − (aT y)2

a11
− x2a11 − 2aT yx = − 1

a11

(
a11x+ aT y

)2
Táto nerovnos´ platí pre ©ubovo©né x, teda aj pre x = −aT y

a11
, pre ktoré je výraz

n zátvorke rovný 0. T.j. B − aaT

a11
je kladne de�nitná. �alej indukcia.

V¤aka tejto vete vieme, ºe v diagonálnej matici D sú v²etky prvky na di-
agonále kladné. Môºeme preto D odmocni´, D =

√
D
√
D a prepísa´

A = LDLT = L
√
D
√
DLT = L̄L̄T

Tým dostávame nový typ rozkladu pre symetrické kladne de�nitné matice, ktorý
voláme Choleského rozklad symetrickej kladne de�nitnej matice A.

A = L̄L̄T (1)

pri£om L̄ je dolná trojuholníková matica s kladnými prvkami na diagonále.
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Aj ke¤ Choleského rozklad dokáºeme získa´ pomocou LDL rozkladu matice
A, efektívnej²ie je po£íta´ ho porovnaním st¨pcov matíc v rovnosti (1). Pre n×n
maticu A a 1 ≤ j ≤ n máme

A(:, j) =

n∑
k=1

L̄(:, k)L̄T (k, j) =

n∑
k=1

L̄(:, k)L̄(j, k)

=

j∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k) = L̄(j, j)L̄(:, j) +

j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k)

z £oho dostávame

L̄(j, j)L̄(:, j) = A(:, j)−
j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k)

ozna£me pravú stranu ako vektor v

A(:, j)−
j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k) = v

Potom

L̄(j, j)L̄(j, j) = v(j)⇒ L̄(j, j) =
√
v(j)

a

L̄(j : n, j) =
1√
v(j)

[
A(j : n, j)−

j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(j : n, k)

]
=
v(j : n)

v(j)

Opä´ je moºné u²etri´ miesto prepisovaním dolnej trojuholníkovej £asti matice
A. Príklad: Nájdite Choleského rozklad matice

A =


4 −2 4 −2
−2 2 −5 −1
4 −5 22 8
2 −1 8 9


Rie²enie: Za£neme výpo£tom L(1, 1), £o je zrejme

√
A(1, 1) = 2 a prvý st¨pec

matice L̄ bude 1
2A(1 : n, 1). Prepísaním prvého st¨pca matice A dostaneme

2 −2 4 −2
−1 2 −5 −1
2 −5 22 8
1 −1 8 9


�alej pokra£ujeme výpo£tom druhého st¨pca.

L(2, 2) =
√
A(2, 2)− L(2, 1)2 =

√
2− (−1)2 = 1

a

L(2 : 4, 2) = A(2 : 4, 2)− L(2, 1)L(2 : n, 1) =

 2
−5
−1

− (−1)

−1
2
1

 =

 1
−3
0


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Dostávame tak 
2 −2 4 −2
−1 1 −5 −1
2 3 22 8
1 0 8 9


Pre tretí st¨pec máme

L(3, 3) =
√
A(3, 3)− L(3, 1)2 − L(3, 2)2 =

√
22− 4− 9 = 3

a

L(3 : 4, 3) =
1

3

[(
22
8

)
− 2

(
2
1

)
− 3

(
3
0

)]
=

(
3
2

)
£iºe 

2 −2 4 −2
−1 1 −5 −1
2 3 3 8
1 0 2 9


Nakoniec uº len sta£í spo£íta´

L(4, 4) =
√
A(4, 4)− L(4, 1)2 − L(4, 2)2 − L(4, 3)2 =

√
9− 4− 1 = 2

a máme výsledok 
2 −2 4 −2
−1 1 −5 −1
2 3 3 8
1 0 2 2


teda rozklad

A =


4 −2 4 −2
−2 2 −5 −1
4 −5 22 8
2 −1 8 9

 =


2 0 0 0
−1 1 0 0
2 3 3 0
1 0 2 2




2 −1 2 1
0 1 3 0
0 0 3 2
0 0 0 2


V prípade presnej aritmetiky vieme, ºe kladne de�nitná ²tvorcová matica

má Choleského rozklad. Navy²e platí aj opa£né tvrdenie v nasledujúcej forme.
Ak vo vy²²ie uvedenom algoritme sú v²etky odmocniny kladné reálne £ísla, tak
daná matica je kladne de�nitná. Choleského rozklad je preto moºné v pricípe
pouºi´ aj na zistenie, £i daná matica je kladne de�nitná. Z h©adiska numerickej
stability je zaujímavá nerovnos´

aii =

i∑
k=1

l2ik ≥ l2ik

Takºe prvky matice L̄ sú pekne ohrani£ené.
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LTLT
rozklad

V prípade symetrických inde�nitných matíc sme videli, ºe LDLT rozklad exis-
tova´ nemusí. A aj v prípade, ºe existuje, zlep²enie stability pivotovaním bez
straty symetrie môºeme len výberom pivota z diagonály. Jedna z moºností,
ako umoºni´ pivotovanie aj inými prvkami ako diagonálnymi je LTLT rozklad
matice

PAPT = LTLT

kde P je permuta£ná matica, L je dolná trojuholníková s jednotkami na di-
agonále a T je trojdiagonálna matica (matica v ktorej sa nenulové prvky môºu
nachádza´ len na diagonále a nad a pod diagonálou).

Pri pouºití LTLT rozkladu na rie²enie systému rovníc Ax = b sa postupuje
nasledovne

Lz = Pb, Tw = z, LT y = w, x = PT y.

Uvedieme dva algoritmy na výpo£et tohoto rozkladu. Prvý je zaloºený na
klasickej GEM s pivotovaním.

Parlettov-Riedov algoritmus

Nech A je matica n × n. Pomocou Gaussových operácií budeme postupne
vytvára´ trojdiagonálnu maticu. V prvom kroku vezmeme £as´ A(2 : n, 1)
prvého st¨pca matice A a nájdeme permuta£nú maticu P̃ takú ºe vektor ṽ =
P̃A(2 : n, 2) bude ma´ na prvom mieste v absolútnej hodnote najvä£²í prvok z
prvkov vektora A(2 : n, 1)

|v(1)| = max
2≤i≤n

{|A(i, 1)|}.

Potom zostrojíme permuta£nú maticu P1 = diag{1, P̃} a maticuM1 = I−m1e
T
2 ,

kde m1 je vektor multiplikátorov m1 = (0 v(2)/v(1) v(3)/v(1) · · · ). Potom
vytvoríme klasicky maticu

A(1) = M1P1AP
T
1 M

T
1 =


α1 β1 0 · · ·
β1 α2 v3 · · ·
0 u3 · · · · · ·
0 u4 · · · · · ·
...

...


Tento postup opakujeme pre podmaticu A(2 : n, 2 : n). Po n − 2 krokoch
dostaneme

T = A(n−2) = Mn−2Pn−2 · · ·M1P1AP
T
1 M

T
1 · · ·PT

n−2M
T
n−2

z £oho ©ahko odvodíme h©adaný rozklad

PAPT = LTLT

kde P = Pn−2 · · ·P1 a L = (Mn−2Pn−2 · · ·M1P1P
T )−1. Môºeme si v²imnú´, ºe

matica L má prvý st¨pec e1.
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Aasenova metóda

Budeme h©ada´ rozklad (zatia© bez pivotovania)

A = LTLT

kde L je dolná trojuholníková a L(:, 1) = e1 a
β1 α1 · · · · · · 0
α1 β1
...

. . .
. . .

. . .
βn−1

0 βn−1 αn


Poloºme H = TLT . To je tzv. horná Hessenbergova matica (matica, ktorá

môºe ma´ nenulové prvky najviac jeden krok pod diagonálou). Potom A = LH
a

A(:, j) = LH(:, j) =

j+1∑
k=1

L(:, k)H(k, j) =

j+1∑
k=1

L(:, k)h(k)

pri£om sme ozna£ili vektor h(1 : j + 1) = H(1 : j + 1, j) a j ≤ n− 1. Potom

A(j + 1 : n, j) =

j+1∑
k=1

L(j + 1 : n, k)h(k)

= L(j + 1 : n, j + 1)h(j + 1) +

j∑
k=1

L(j + 1 : n, k)h(k)

= L(j + 1 : n, j + 1)h(j + 1) + L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

teda

h(j + 1)L(j + 1 : n, j + 1) = A(j + 1 : n, j)− L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

Táto rovnica umoº¬uje spo£íta´ j + 1-vý st¨pec matice L ak poznáme v²etky
predchádzajúce st¨pce matice L a j-ty st¨pec matice H. Ak ozna£íme

v(j + 1 : n) = A(j + 1 : n, j)− L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

dostaneme v(j+1) = h(h+1), lebo L(j+1, j+1) = 1. Z toho potom dostávame

L(j + 2 : n, j + 1) =
v(j + 2 : n)

v(j + 1)

V tomto kroku je z h©adiska stability vhodné, aby v(j + 1) bolo £o najvä£²ie,
£o vieme dosiahnu´ vhodnou permutáciou. Z predpisu pre v vidíme, ºe túto
permutáciu je potrebné aplikova´ na A aj na L.
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Pozrime sa teraz, ako v j-tom kroku získa´ prvky h(1 : j + 1). Na to
vyuºijeme vz´ah H = TLT .


h(1)
h(2)
...

h(j + 1)

 =



α1 β1
β1 α2 β2
0 β2 α3 β3

βj−2 αj−1 βj−1

βj−1 αj

βj




0
lj2
...

lj j−1

1



Na za£iatku kroku j poznáme α(1 : j − 1), β(1 : j − 1) a L(:, 1 : j). Poznáme
teda prvých j − 2 riadkov (£asti) matice T . Z toho dostávame vz´ahy pre h(k),
1 ≤ k ≤ j − 1

h(1) = β1lj2

h(k) = βk−1lj k−1 + αklj k + βklj k+1, 2 ≤ k ≤ j − 1

Hodnotu h(j) získame z A = LH

h(j) = A(j, j)−
j−1∑
k=1

L(j, k)h(k)

následne vieme spo£íta´

αj = h(j)− βj−1lj j−1

βj = h(j + 1) = v(j + 1).
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