Venujeme sa numerickym metédam rieSenia linedrnych systémov rovnic
Ax =b
Zakladné delenie numerickych metod

1. Priame metody: Gaussova elimina¢na metoda, LU-rozklad, LT LT -rozklad,
Choleského rozklad

2. Itera¢né metody: Jacobiho, Gaussova-Siedelova, metdoda najvicsieho
spadu, metéda zdruzenych smerov, metdoda zdruzenych gradientov,

(Gaussova eliminac¢na metdéda a LU rozklad

Mame dany systém rovnic v maticovom tvare
Arx =10

kde A € M,,(R) je realna n x n matica, = a b st stlpcové vektory dlzky n.
Postupnym pouzitim elementarnych riadkovych operécii potom eliminujeme
prvky matice pod diagondlou. V prvom kroku teda postupne odpocitavanim
4 nasobku prvého riadku od é-teho (1 =2,3,...,n) vynulujeme prvky pod
diagonalou v prvom stlpci.

aij; Qia - G, | by apy aip v A, | b
Gy azm v am by | e [ 0 a8y o aly) | by
Ap1 Qp2 - Qpn bn 0 CLSZ) cee agrz b%l)
(Afo A0
Takto postupujeme aj v dalsich krokoch, teda v k-tom kroku odpoéitavanim

(k—1)
mi, = “%— nasobku k-teho riadku od i-teho (i = k+1,k+2,...,n) vynulu-
Dk .
jeme prvky pod diagondalou v k-tom stlpci. Po n — 1 krokoch ziskame systém
(AC=D|p(=1) kde A™=Y je horna trojuholnikova matica. Z tohoto systému
hladané rieSenie x ziskame spatnym dosadenim
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Operaciu pripocitania nasobku jedného riadku matice k inému je mozné
reprezentovat maticovym nasobenim. Prendsobenim matice A maticou

1 .- 0 e 0 - 0
0 1 0 - 0
Mik_ . . . . :
0 -+ —my -+ 1 -+ 0
0o --- 0O - 0 --- 1

zlava dosiahneme odpoditanie m;, nasobku k-teho riadku matice A k i-temu
riadku matice A. Ak teda mame maticu A*~Y ktora ma nuly pod diagonéalou
v stipcoch 1 az k — 1, k-ty stlpec vynulujeme postupnym nésobenim matice
A=Y maticami My, i=k+1,....n

AW = My My - Myq , AEY

Sucinom matic MM, 1 -+ M1 vznikne matica My, ktorda ma 1 na dia-
gonale a ktorej k-ty stlpec je

(Q o 01 =gy - _mnk)T,
k

Z matice A dostaneme potom hornt trojuholnikovi maticu A~ nasledovne
A = M, M, -+ My M A
Potom
A= M Myt MM AT
Definujme vektor

me=(0 -+ 00 mppip - mnk)T_
k

potom maticu M, moézeme zapisat ako
My, = I — mye],

kde e je vektor, ktory mé& na k-tom mieste 1 a ostatné prvky nulové. Z
vypoctu

(I —mpei )(I +myey) = I —mypegmpef, =1 —my,-0-ef =1,



mame hned

Mt = (I —mge}) ™t =T+ myej.
Hned aj vidime, ze M;*My*--- M1, M, je dolna trojuholnikova matica,
ktort ozna¢ime L. Naviac ak [ < k

(I 4+ muel )(I 4+ mpel) = T+ mye] + mpei

preto
n—1
L=M" M =T+) mef
k=1

takze matica L obsahuje prvky m;, na prislusnych miestach pod diagonélou
a 1 na diagonale. Dostaneme tak rozklad

A=LA™Y = LU.

Na Setrenie pamite, ¢o moze byt vhodné pri velkych maticiach, je mozné
postupne prepisovat rozsirent maticu (A|b) tak, ze prvkami pod diagonélou
matice L prepiSeme prvky pod diagonalou matice A a horné trojuholnikovi
¢ast matice U prepiSe horni trojuholnikovi ¢ast matice A. Na zaver mozno
vektor B prepisat vektrom rieSenia. Tymto spdésobom vieme uSetrit pomerne
vela miesta, pretoZe namiesto alokovania miesta pre tri n X n matice staci
jedna n X n matica.
Prakticky priebeh vypoctu si predvedieme na nasledovnom priklade.

Priklad: Najdite LU rozklad matice

9 1 -1 3
4 -3 3 -9
A= 6 1 4 1
2 -3 9 -2

Princip spoéiva v postupnom dopliani matic L a U

1 000
1 00 0
L= 10 U_OO
1 000

KedZze prvy riadok matice L pozname, ahko dopo¢itame prvy riadok matice
U,

1 000 21 -1 3
100 0
L= 10 U_OO
1 00 O



Podobne vieme doplnit prvky v prvom stipci matice L

1 000 21 -1 3
-2 1 00 0

L= 3 10 U= 0 0
-1 1 00 O

Teraz doplnime prvky v druhom riadku matice U. Druhy riadok matice L
moze mat nenulové len prvé dva prvky. Takze zo znalosti matice A a spésobu
nasobenia matic mame

—21+u22:—3 —2(—1)+UQ3:3 (—2)3+U24:—9
z ¢oho lahko spoc¢itame druhy riadok matice U
10
1

2
0
0 0
0 O

Nasledne dopo¢itame druhy stipec matice L zo vztahov

3.1+ (=1)-lp=1 (=1) 14 (=1) - lyp = —3
1 000 2 1 -1 3
2100 0 -1 1 -3

=13 210 =10 o
-1 2 1 00 0

Pre treti riadok matice U mame analogicky

3-(-1)+2-14ugs=—4 3:34+2-(=3)4up=1
preto
1 000 2 1 -1 3
TR U=l 0 s
-1 2 1 0 0 0

Podobne dopotitame prvky v trefom stipei L

(=) (=1)+2-1+(=3)-li3=9



1 0 0 0 2 1 -1 3
-2 1 0 0 0o -1 1 =3
L= 3 2 1 0 U= 0o 0 -3 -2
-1 2 =21 0 0 0
a vo Stvrtom riadku matice U

(—1) -3+ 2- (—3) + (—2) : (—2) + Ugq = —2

1 0 0 O 2 1 -1 3
-2 1 0 0 0 -1 1 =3
L= 3 2 1 0 U= 0 0 -3 -2
-1 2 -2 1 0o 0 0 3

Formalizaciu tohoto postupu dosiahneme rozpisanim A = LU po prvkoch
a uvedomenim si tvaru matic L a U. Potom pre A = (a;;), L = (I;;) a
U = (u;;) mame z A = LU

n
Qi = E lijujk
Jj=1

a kedze pre i < k je l;; =0 a pre i > k je u;, = 0 moéZeme pisat

min{i,k}
i, = Z Lijugp
j=1
Potom pre pripady : =1, k=1,...,nak=1,1=1,...,n mame postupne
a1 = Uik ai = ljugy
a nasledne pre i = 2,...,n, kedze l;; = 1

i—1
Uik = Qi — E Lijujk, k=1,1+1,1+2,...,n
j=1

i1
ki = D5y g o .
Ly = J k=di+1,i4+2,...,n
(4273

LU rozklad matice nemusi existovat. Napriklad vysSie uvedeny postup
pre maticu
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zlyha pri

1 00 1 2 3
L=1210 U=10 01
3 1 0 0

pretoze rovnica pre l3; je
Veta: Ak Existuje LU rozklad matice A, tak je jednoznacny.

Doékaz. Jendozna¢nost dostaneme klasickym sposobom nasledovnou tvahou.
Ak LiU; = A = LyU, st dva LU rozklady matice A, tak L;lLl = UgUfl.
Matica L;'L; je dolna trojuholnikova s jednotkami na diagondle, UsU; " je
horné trojuholnikova. KedZe sa rovnaju, musia byt obidve rovné identickej
matici Ly 'Ly = I = Uy,U; . Z toho potom Ly = Ly a Uy = Us.

Jeden problém, ked proces LU rozkladu (a teda aj Gaussova elimina¢néa
metoda) zlyhéa sme uz videli, konkrétne, ked v k—1 kroku je uy, = a,(!z_l) =0.
7 toho vieme odvodit podmienku existencie LU rozkladu: Ak vSetky hlavné
minory matice A st nenulové, tak existuje LU rozklad.

Druhym problémom je numericka stabilita, ¢o si ilustrujeme na nasledov-
nom priklade:

Priklad: RieSme systém

10z +y=1
rTH+y=2

Systém prepiSeme do maticového tvaru a upravime Gaussovou eliminac¢nou

metodou
—107% 1|1 —10* 1 1
1 112 0 10001 | 10002

a spatnou substiticiou najdeme

10002 10000
Y= 10001 * = Tooo1”
Toto je presné rieSenie.
Ak vsSak pocitame v aritmetike s koneénym poctom platnych ¢islic mdze
nastat problém. Ak by sme napriklad v predoglej ulohe pocitali s presnostou
na 3 platné ¢islice, tak 10000 + 1 = 10000, 10000 + 2 = 10000 a teda postup

by vyzeral nasledovne



S rieSenim

Gaussova elimina¢nd metdda sliazi na rieSenie systémov Ax = b. LU roz-
klad matice A je v principe len iny zapis Gaussovej elimina¢nej metody. Ak
pozname LU rozklad, tak systém Ax = b vieme prepisat na LUz = b tento
systém potom rieSime tak, Ze najskor ndjdeme rieSenie Ly = b a nasledne
rieSenie Uz = .

Videli sme, ze LU rozklad a Gaussova eliminac¢na metdéda pri pouziti
na systém linedrnych rovnic je v principe to isté. Je teda namieste otazka,
preco je dobré vobec hladat LU rozklad matice. Pokial mame len jeden
konkrétny systém, tak LU rozkladom naozaj ni¢ neziskame. AvSak ¢asto sa
stava, Ze mame dani maticu systému A a rézne pravé strany b; a pre kazdé b;
chceme néjst riesenie systému Az = b;. Casové zlozitost (t.j. pocet operacii
na vypocet) Gaussovej eliminac¢nej metody pre maticu rozmeru nxn je O(n?)
(presne %n?’ +n? — 2). Casové zlozitost pre vypocet rieSenia Uz = b alebo
Lz = b, kde U je horna trojuholnikové a L je dolna trojuholnikova matica je v
oboch pripadoch O(n?). TakZe pri viacerych pravych stranach LU rozkladom
uSetrim cas vypoctu.

Priklad: Pouzitie LU rozkladu.

Predpokladajme, Zze mame dand n x n maticu A a dva n-vektory c a d.
Chceme vypoditat s = ¢’ A=1d. Prva moznost, ktora sa ponika je spocitat
maticu A~! a nésledne vypoéitat uvedeny vyraz. Ekonomickejsi sposob je ale
pouzit LU rozklad. Vyraz A~'d vlastne znamena najst x také, e Az = d,
¢ize riesit systém. Postupovat teda mozeme tak, Ze spocitame rozklad PA =
LU, najdeme y také, ze Ly = Pd a najdeme x také, ze Ux = y. Néasledne
spoéitame s = ¢l x.

Poznamka: A~! vo vyrazoch zvy¢ajne znamena najdi rieSenie systému’ a
len malokedy 'najdi inverzni maticu’.

V predchadzajicej ¢asti sme videli problémy, ktoré mozu nastat pri Gaus-
sovej elimina¢nej metode — ak v niektorom kroku vznikla 0 v Tavom hornom
rohu prislusnej podmatice, nemohli sme pokracovat v GEM. A ak na diago-
néle bolo ¢islo blizke 0, pri GEM v spojeni s aritmetikou s kone¢nym poc¢tom
platnych ¢islic mohlo dojst k podstatnym chybam. Tieto problémy z velkej
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Casti riesi pivotovanie, t.j. vymena riadkov a stlpcov matice, tak aby sme v
prislusnom kroku v danej podmatici ziskali v Tavom hornom rohu vhodny
prvok.

Je niekol'ko typov pivotovania

1. Ciastotné pivotovanie s vyberom najvicsieho prvku v stlpei (riadku).
2. Uplné pivotovanie - vyber najvii¢sicho prvku v prislusnej podmatici.

3. Vezové pivotovanie - vyber najvacsieho prvku v prislusnom riadku alebo
stlpci (z Sachovej terminologie veza=rook, rook pivoting).

Pozrieme sa najskor na ¢iastoéné pivotovanie s vyberom prvku v stlpci.
Princip spociva v tom, ze na zaciatku kroku GEM vymenime dva riadky
tak, aby sme ako prvok v Tavom hornom rohu prislugnej podmatice dostali v
absoliitnej hodnote najvicsi prvok v prvom stipci uvedenej podmatice. Tento
postup je opét vyhodné zapisat pomocou matic.

Vymenu dvoch (pripadne viacerych) riadkov matice A dosiahneme néa-
sobenim matice A z Tava permuta¢nou maticou, t.j. maticou, ktora vznikne
z jednotkovej matice vymenou riadkov. Oznac¢me permutac¢nii maticu, ktoré
vymiena -ty riadok za j-ty, ¢ < 7, ako II;. Potom postup GEM s ¢iasto¢nym
pivotovanim s vyberom v stipci prebieha nasledovne:

My 1L,y - Mol MAIL A = A=) = 7 (1)

pricom My, = I —myel. Pozrime sa, ako mozno (1) upravit ako LU rozklad.
Suc¢in matic na lavej strane (1) moZeme prepisat nasledovne

(Mg - T Mol - - Ty ) (T - - - T My Ty - Ty ) (T - - - T1) A
(2)

Oznacme Mk =1L, 1 g Myl -~ - 11, 1. Potom

My =T g W Myl - Ty
=1L, ch+1(I - mkef)ﬂkﬂ SR § P

T
=1 -1, 1 Mppmpep gy - - 1,0

Ked si uvedomime, Ze efﬂkﬂ ---II,_1 znamena permutaciu k + 1-ho az
n — 1-ho prvku vektora e}, ¢o si ale 0, tak e} Il ---I,_; = ef. Podobne
IT,,_y - - - gy ymy je vektor, ktory dostaneme nejakou permutéaciou k + 1-ho
az n — 1-ho prvku vektora my, a teda prvych k-siradnic tohoto vektora bude



stale rovnych 0. Ozna¢me preto my = Il,,_1 - - Ilg,1my, z Coho dostavame,
ze

Y ~ T
Mk = I—mkek

je dolna trojuholnikovi matica, ktora vznikne z matice M} permutovanim
prvkov v k-tom stlpci pod hlavnou diagonélou. V kazdom pripade (2) prejde
na tvar

Mn—l"'Ml(Hn—l"'Hl)A: U

a po preznaceni P = II,,_;---1I; a (Mn,l--J\}[l)_l = L dostaneme LU
rozklad s ¢iasto¢nym pivotovanim s vyberom hlavného prvku v stlpci

PA=LU

Priklad: Najdite LU rozklad matice s ¢astoénym pivotovanim v stipci

— N O
w O N

RieSenie: Budeme pocitat GEM hornu trojuholnikovi maticu, pricom mul-
tiplikatory m;, budeme zapisovat pod hlavni diagonalu namiesto nul. Zaroven
si budeme zapisovat transpozicie pre prislusné vymeny riadkov.

V prvom kroku teda najskor najdeme v absoltitnej hodnote najvacsi prvok
v prvom stlpci, ¢o je 2 v tretom riadku, a preto vymenime prvy a treti riadok,
takze II; = (13).

20 2 0
02 0 1
11 -1 2
13 2 -1

Multiplikatory m;; st po rade 0, 1/2, 1/2, takze maticu upravime GEM a
miesto nul v prvom stlpci zapiSeme tieto multiplikatory

2 0 2 0
0 2 0 1
1/2 1 -2 2
1/2 3 1 -1



V druhom kroku pokrac¢ujeme s hlavnou 3 x 3 podmaticou. Najvacsi prvok v

druhom stlpci je 3 zo §tvrtého riadku, takZe vymenime druhy a stvrty riadok
1, = (24)

2 0 2 0
1/2 3 1 -1
1/2 1 -2 2
0 2 0 1

a pouzijeme GEM na 3 x 3 podmaticu (pozor, prvky prvého stlpca neupra-
vujeme, tam sa v skuto¢nosti 0). Multiplikatory m;s st po rade 1/3 a 2/3 a
po tprave dostaneme

2 0 2 0

/2 3 1 -1

1/2 1/3 —7/3 17/3

0 2/3 —2/3 5/3
V tretfom, poslednom kroku riadky nemenime, lebo | —7/3| > | —2/3|. Mul-
tiplikator je m;3 = (—2/3)/(—=7/3) = 2/7 a poslednou GEM dostaneme

2 0 2 0

/2 3 1 -1

1/2 1/3 —7/3 17/3

0 2/3 2/7 1

Z toho potom mame

1 0 0 0 20 2 0
L2 10 0 s_lo3 1
{1213 1 0 oo —7/3 7/3
0 2/3 2/7 1 00 0 1
Permutécia P = (24)(13) vznikne z I postupnou vymenou riadkov 1-3 a 2-4,
0010
0 001
P= 1 0 00
0100

Tym sme ziskali hladany LU rozklad.
Ak mame LU rozklad s ¢iastoénym pivotovanim matice A a potrebujeme
najst rieSenie systému Ax = b, rozpiSeme PAx = LUx = Pb. Najskor teda

najdeme y také, ze Ly = Pb a potom x je rieSenim systému Ux = y.

Poznamky:
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1. LU rozklad s ¢iastoénym pivotovanim regularnej matice A vzdy exis-
tuje.

2. Prvky matice L st v absoltitnej hodnote nanajvys 1.

3. DA sa teoreticky ukazat, ze aj GEM s ¢iasto¢nym pivotovanim je nesta-
bilna metdda. AvSak v praktickych tlohach sa nestabilita tejto metody
prejavuje velmi zriedka, preto ju z praktického hTadiska povazujeme za
stabilna.

Pripad tplného pivotovania uz teraz predstavime velmi rychlo. V k-tom
kroku najdeme najvacsi prvok prislusnej hlavnej podmatice a vymenou riadka
a stipca ho presunieme do lavého horného rohu. Nasledne eliminujeme prvky
v ur¢enom stipci pod hlavnou diagonalou. TakZe maticovo mozeme postup
zapisat ako

Mn—IHn—l e M1H1AF1 et Fn—l - U

7 toho podobnymi tivahami ako v pripade ¢iasto¢ného pivotovania dostaneme
rozklad

PAQT = LU.
RieSenie rovnice Ax = b potom prebieha nasledovne:
1. N&jst rieSenie Lz = Pb s neznamou z.
2. Né&jst riesenie Uy = 2z s nezndmou y.
3. Spocitat z = QTy.

GEM s aplnym pivotovanim uz mozno povazovat za stabilni metédu
avSak vzhladom na zriedkavi nestabilitu GEM s ¢iasto¢nym pivotovanim sa
Casto nevyuziva aj vzhladom na velky pocet operacii porovnavania.

Medzi novsie metody patri GEM s vezovym pivotovanim. Postup pri
tomto pivotovani je nasledovny. V k-tom kroku GEM v prislusnej hlavnej
podmatici najdeme prvok s najvis¢ou absolitnou hodnotou v prvom stlpci
tejto podmatice a nasledne zistime, ¢i je tento prvok aj najvicsi v tom riadku
v ktorom lezi. Ak je, stane sa pivotom. Ak nie, vezmeme najvac¢si prvok z
toho istého riadka a zistime, & je najvicsi aj v stlpci, v ktorom lezi. Ak ano,
stane sa pivotom, ak nie, vezmeme najviacsi prvok z toho stlpca a zistime, ¢
je najvacsi aj v riadku v ktorom lezi,. . ..

Tento postup nakoniec najde nejaky pivot.
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Vyhodou tejto metoédy je, ze pocet porovnani, kym najdeme pivot byva
zvy€ajne omnoho mensi ako pocet porovnani pre GEM s uplnym pivotova-
nim, ale napriek tomu ma tato metdda porovnatelnt numericku stabilitu ako
GEM s uplnym pivotovanim.

V tomto pripade dostavame tiez rozklad

PAQT = LU
pretoze po najdeni pivota musime zvy¢ajne menif riadok aj stlpec.

V pripade nedourc¢enych systémov, t.j. systémov s maticou A s po¢tom
riadkov mensim ako pocet stlpcov a plnou hodnostou je zrejme mozné spo-
¢itat LU rozklad (s tplnym alebo vezovym pivotovanim) v tvare

PAQT = L[U,|U,)]

kde P a () st permutéacie, L je dolna trojuholnikova matica a U je regularna,
horné trojuholnikova.

Ak by sme chceli najst nejaké riesenie takého systému (ktorych je samoz-
rejme nekone¢ne vela), mozeme postupovat nasledovne. Zo systému Ax = b
dostaneme

(PAQ")(Qx) = Pb = L[U1|Ub](Qx) = Pb
Vektor Qz napisme ako [21|22]”. Potom
L[UL|U](Qx) = Pb = L[U|Us][21|2]" = Pb = L(Uy2z; + Uszy) = Pb
Potom rieSenie najdeme nasledovne
1. RieSme Ly = Pb s neznamou y.
2. Zvolme 25 a rieSme U;z; = y — Uszy s neznamou 2.

3. Polozme z = Q7[zy, 2o]”.

Symetrické matice

Pri aplikacii GEM na symetrické matice si moézeme v8§imnit, zZe po vynulo-
vani k-teho stipca v k-tom kroku zvy$na hlavna podmatica zostava symet-
rickd a navySe v LU rozklade st prvky v k-tom riadku matice U napravo od
diagonaly nasobkami prvkov v k-tom stipci matice L pod diagonalou.

Veta. (LDL” rozklad)

12



Nech A je n x n regularna matica, také, 7e kazda jej hlavna k x k podmatica
je regularna. Potom existuje dolné trojuholnikova matica L s jednotkami na
diagonale a diagonalna matica D = diag(dy,...,d,,) taka, ze

A=LDL",
Pricom tento rozklad je jednoznacny.

Doékaz. Z daného predpokladu dostavame, ze existuje LU rozklad matice A,
A = LU. Tento rozklad mozeme upravit nasledovne

L'AL T =UL ",

Na lavej strane rovnosti je symetrickd matica, na pravej strane je horné
trojuholnikovd matica, takze tdto matica musi byt diagonalna, preto

UL "=D=U=DIL".

7 jednoznac¢nosti LU rozkladu potom dostavame jednozna¢nost LDLT roz-
kladu.

Systém Az = b potom riesime v troch krokoch: Az = LDLTx =

1. Lz=b
2. Dy==z
3. LTz =y.

Pokial by sme chceli pouzit ¢iasto¢né pivotovanie, poruSime symetriu.
Ak by sme teda pri vymenach riadkov zachovat symetriu, musime menit aj
prislusné stlpce, ¢o vsak sposobi, Ze na mieste pivota moze byt len prvok z
diagonaly. Prvky na diagonale vSak mézu byt v8etky nulové aj pri regularne;j
matici, ako ukazuje priklad

01 1
1 0 1
1 10
V pripade kladne definitnych matic vS§ak mozeme pouzit nasledovny fakt

Veta. Ak symetrickd matica A je kladne definitna, tak vSetky jej hlavné
podmatice ziskané pri GEM s kladne definitné.
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Doékaz. Vezmime kladne definitni symetricki maticu
T
. a1 a
A= ( a B )
Po prvom kroku GEM ziskame maticu

T
. a1 a
A_< 0 B—LaaT)'

ail

Vezmime Tubovolny nenulovy vektor z tvaru z = (z|y?)? kde x € R a y je
n — 1-vektor. Potom z kladnej definitnosti matice A mame

0 < z'Az = 2%ay; + 2a"yz + y" By

Po aprave GEM pre prislusni podmaticu mame
T T, \2
aa (a”y)
y" (B——)yzyTBy——
a1 a1

Potom mozeme odhadnut

T,\2 7,32
a a 1 2
yTBy_( y) >_< y) — 2%ay — 2aTyr = —— (a11x+aTy)
an an an
Tato nerovnost plati pre Iubovolné z, teda aj pre x = —‘%’, pre ktoré je

vyraz n zatvorke rovny 0. T.j. B — % je kladne definitna. Dalej indukcia.

Vdaka tejto vete vieme, ze v diagonalnej matici D su v8etky prvky na
diagonale kladné. Mozeme preto D odmocnit, D = v/D+/D a prepisaf

A=LDLY = IVDVDLT = LLT

Tym dostavame novy typ rozkladu pre symetrické kladne definitné matice,
ktory volame Choleského rozklad symetrickej kladne definitnej matice A.

A=LL"

Pokial by sme chceli pouzit ¢iasto¢né pivotovanie, porusime symetriu.
Ak by sme teda pri vymenéach riadkov zachovat symetriu, musime menit aj
prislusné stlpce, ¢o vSak sposobi, ze na mieste pivota moze byt len prvok z
diagonély. Prvky na diagondle vSak mo6zu byt vSetky nulové aj pri regularnej
matici, ako ukazuje priklad

—_—_= O
—_ O =
O = =
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V pripade kladne definitnych matic vS§ak mozeme pouzit nasledovny fakt

Veta. Ak symetrickd matica A je kladne definitna, tak vSetky jej hlavné
podmatice ziskané pri GEM s kladne definitné.

Doékaz. Vezmime kladne definitnt symetrickti maticu
T
o ai;p a
A= ( o ) |

Po prvom kroku GEM ziskame maticu

T
. a11 a
A_< 0 B—LaaT)'
ail
Vezmime Tubovolny nenulovy vektor z tvaru z = (z|y?)T kde x € R a y je
n — 1-vektor. Potom z kladnej definitnosti matice A mame
0 < z'Az = 2%ay; + 2a"yz + y" By

Po dprave GEM pre prislusni podmaticu mame

CLCLT aTyQ

ai a1

Potom mozeme odhadnut

T,\2 7,32
a a 2
y' By — (a”y) > —( v — 22a, — 2a yr = —— (anx + aTy)
ail ail ai
Tato nerovnost plati pre lubovolné z, teda aj pre x = —C;iny, pre ktoré je

vyraz n zatvorke rovny 0. T.j. B — % je kladne definitna. Dalej indukcia.

Vdaka tejto vete vieme, ze v diagonalnej matici D sa vSetky prvky na
diagonéle kladné. Moézeme preto D odmocnit, D = v/ D+v/ D a prepisat

A=LDLY = IVDVDLT = LLT

Tym dostavame novy typ rozkladu pre symetrické kladne definitné matice,
ktory volame Choleského rozklad symetrickej kladne definitnej matice A.

A=LL" (3)
pricom L je dolna trojuholnikova matica s kladnymi prvkami na diagonéle.

15



Aj ked Choleského rozklad dokazeme ziskat pomocou LDL rozkladu ma-
tice A, efektivnejsie je pocitat ho porovnanim stlpcov matic v rovnosti (3).
Pre n x n maticu A a 1 < j <n mame

ZL K)L"(k,j) = >  L(:, k)L(j, k)

k=1
i - - - -l -
=Y L(j.k)L(. k) = L(G.J)L( §) + Y LG k)L(:, k)
k=1 k=1
z ¢oho dostavame
j—1
k=1
oznaCme pravua stranu ako vektor v
j—1
A(?])_ L(],k)[/(,/{):v
k=1
Potom
L(j,J)L(j,5) = v(5) = L(5,5) = Vv(j)
a
1 e v(j : n)
L(j:n,j)=—— |A(J:n,j)— Y LG, k)L(G:nk)| = -
v(j) — v(j)

Opét je mozné uSetrit miesto prepisovanim dolnej trojuholnikovej ¢asti ma-
tice A. Priklad: Najdite Choleského rozklad matice

4 -2 4 2
—2 2 -5 -1
A=1y -5 922 8
2 -1 8 9

RieSenie: Zatneme vypoctom L(1,1), ¢o je zrejme \/A(1,1) = 2 a prvy
stlpec matice L bude %A(l : m, 1). Prepisanim prvého stlpca matice A dosta-
neme

2 =2 4 =2

-1 2 =5 -1
2 =5 22 8
I -1 8 9

16



Dalej pokratujeme vypottom druhého stipca.

L(2,2) = A(2,2) — L(2,1)2 = /2 — (-1)2 =1

2 -1
L(2:4,2)=A2:42)—-L2,H)L2:n,1)=|-5|—-(-1)| 2 | =
-1 1
Dostavame tak
2 =2 4 2
-1 1 -5 -1
2 3 22 8
1 0 8 9

Pre treti stlpec mame

L(3,3) =vA(3,3) — L(3,1)2 - L(3,2)2=+v22-4—-9=3

-4 [2) () -+ ()

¢ize

2 =2 4 2
-1 1 =5 -1
2 3 3 8
1 0 2 9

Nakoniec uz len staci spocitat

L(4,4) = /A(4,4) — L(4,1)2 — L(4,2)2 — L(4,32=/9—4—-1=2

a mame vysledok

2 =2 4 2
-1 1 =5 -1
2 3 3 8
10 2 2

17



teda rozklad

4 =2 4 2 2 000 2 -1 21
A= -2 2 -5 1| _(-1 100 0 1 30
4 =5 22 8 2 330 0 0 3 2
2 -1 8 9 1 0 2 2 0 0 0 2

V pripade presnej aritmetiky vieme, ze kladne definitna $tvorcova matica
mé Choleského rozklad. Navyse plati aj opacné tvrdenie v nasledujicej forme.
Ak vo vysgie uvedenom algoritme st vSetky odmocniny kladné realne ¢isla,
tak dan& matica je kladne definitna. Choleského rozklad je preto mozné v
pricipe pouZit aj na zistenie, ¢i dan& matica je kladne definitna. Z hladiska
numerickej stability je zaujimava nerovnost

7
2 2
Qi = E L, = Uiy
k=1

TakZe prvky matice L st pekne ohranicené.

LTLT rozklad

V pripade symetrickych indefinitnych matic sme videli, ze LDLT rozklad
existovat nemusi. A aj v pripade, Ze existuje, zlepSenie stability pivotovanim
bez straty symetrie mozeme len vyberom pivota z diagondly. Jedna z moz-
nosti, ako umoznit pivotovanie aj inymi prvkami ako diagonalnymi je LT L”
rozklad matice

PAPT = LTLT

kde P je permutacna matica, L je dolna trojuholnikova s jednotkami na
diagonale a T' je trojdiagonéalna matica (matica v ktorej sa nenulové prvky
mozu nachéadzaft len na diagonale a nad a pod diagonalou).

Pri pouziti LTL" rozkladu na rieSenie systému rovnic Az = b sa postu-
puje nasledovne

Lz=Pb,Tw=z LTy =w, x = Ply.

Uvedieme dva algoritmy na vypocet tohoto rozkladu. Prvy je zaloZeny na
klasickej GEM s pivotovanim.
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Parlettov-Riedov algoritmus

Nech A je matica n x n. Pomocou Gaussovych operécii budeme postupne
vytvarat trojdiagonalnu maticu. V prvom kroku vezmeme ¢ast A(2 : n,1)
prvéeho stlpca matice A a najdeme permuta¢ni maticu P taku ze vektor
v = ]5A(2 : n,2) bude mat na prvom mieste v absolitnej hodnote najvacsi
prvok z prvkov vektora A(2:n,1)

[o(D] = max {1AG. 1)1}

Potom zostrojime permutacnii maticu P, = diag{1, P} a maticu M; = I —
myel | kde my je vektor multiplikdtorov m; = (0 v(2)/v(1) v(3)/v(1) ---).
Potom vytvorime klasicky maticu

a; B 0

i1 ar w3
A = M PAPIMT = 0 us

O Uy

Tento postup opakujeme pre podmaticu A(2 : n,2 : n). Po n — 2 krokoch
dostaneme

T=A"2 =M, P, 5---MyPLAPIMT ... PT  MT
z ¢oho l'ahko odvodime hladany rozklad
PAPT = LTL"
kde P =P, »---Pral = (M oP, 5 M, P, PT)~t, Mozeme si viimnut,
7e matica L mé prvy stlpec e;.
Aasenova metoda
Budeme hladat rozklad (zatial bez pivotovania)
A=LTL"

kde L je dolna trojuholnikova a L(:;1) =e; a

51 oy - .. 0
ar B

anl
0 ﬁn—l (079
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Polozme H = T L. To je tzv. horna Hessenbergova matica (matica, ktora
moze mat nenulové prvky najviac jeden krok pod diagonalou). Potom A =
LH a

A j) =LH(.j) =Y _L(k)H(k,j) = > _ L(:,k)h(k)

pricom sme oznacili vektor h(1:j5+1)=H(1:j+1,j) aj <n— 1. Potom

j+1

A(G+1:n,7) ZL i+ 1:n,k)h(k)

:L(j—l—l:n,j+1)h(j+1)+zj:L(j+1:n,k)h(k)
LG 1in ARG A+ LG 11 )R )

teda
hG+1DL(j+1:nj+1)=AG+1:n,5)—L(+1:n,1:5)h(1:7)

Tato rovnica umozije spocitat j + 1-vy stlpec matice L ak pozname vietky
predchadzajice stlpce matice L a j-ty stlpec matice H. Ak oznacime

v(ij+1:n)=AG+1:n,5)—LE+1:n,1:5)h(1:7)

dostaneme v(j + 1) = h(h + 1), lebo L(j + 1,5 + 1) = 1. Z toho potom
dostavame
v(j+2:n)

v(j+1)
V tomto kroku je z hl'adiska stability vhodné, aby v(j + 1) bolo ¢o najvicsie,
¢o vieme dosiahnut vhodnou permutéciou. Z predpisu pre v vidime, Ze tato
permutéciu je potrebné aplikovat na A aj na L.

Pozrime sa teraz, ako v j-tom kroku ziskat prvky A(1l : j + 1). Na to
vyuzijeme vztah H = TL”.

L(j+2:n,j+1)=

ar
51 %) 52 0
h(1) 0 By az B "
h2) | i
h(j + 1) Bj-2 (/;j_l Bi1 ljjl—l
j-1
Bi
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Na zaciatku kroku j pozndme (1 :j—1), 8(1:j—1)a L(:,1:j). Pozname
teda prvych j — 2 riadkov (¢asti) matice T. Z toho dostéavame vztahy pre
hk),1<k<j-—1

h(1) = Bilja

h(k) = Br—1ljk—1 + awljrx + Brljr+1s 2<k<yj—-1
Hodnotu h(j) ziskame z A = LH

-1

h(j) = A(G,3) = p_ LG, k)h(k)

1

<.

M

nasledne vieme spocitat

aj = h(j) — Bj-1lj;-1
Bi=h(j+1)=v(+1).

Maticové normy-opakovanie

Ozna¢me K pole redlnych ¢isel a K™*™ vektorovy priestor m x n matic nad
polom K. Maticovd norma je zobrazenie || - || : K™ — R, ktora splha
nasledovné vlastnosti:

Pre Tubovolné a € K a A, B € K™*",

L [JaAll = |af[[A]]
2. ||A+ Bl < [|A][ +||B]]
3. |4l >0a||All=0& A=0.

4. Pre tvorcové matice A, B plati ||AB|| < ||A|| || B]|

Lema. Ozna¢me p(A) spektralny polomer ($tvorcovej) matice A, t.j. najvic-
Sie vlastné ¢islo v absolutnej hodnote. Potom

p(A) < |IA]| (4)
pre kazdt maticovd normu.

Dékaz. Oznacme B = (v v ---v) maticu, ktora ma stlpce rovné vlastnému
vektoru v matice A. Potom AB = AB, kde A je vlastna hodnota prisltchajica
vlastnému vektoru v. Z toho

AIBI = [IABI| = [|ABI| < [[A[| | B]]

takze |A| < ||A|| pre Tubovolni vlastni hodnotu A, teda aj pre maximalnu.
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Priklady maticovych noriem

Operatorova norma Ak || - || ozna¢uje vektorova norma na K™ a na K",
pre maticu A € K™*" definujeme

|| Az ]| n
|| All :sup{W;:U e K"x#0
Specialne pri pouZiti p-noriem na K™ aj KM, (1 < p < co) dostavame
Az
1Al = sup A7 qup g
w20 (12l =1

Da sa ukézat

1. ||A||; je maximum zo stétov absoltitnych hodnot prvkov v stlpcoch
matice A.

2. ||A]|s je maximum zo su¢tov absolitnych hodnét prvkov v riadkoch
matice A.

3. [|All2 = v/ Amaz (AAY)

Frobéniova norma Pre maticu A = (a;;) € K™*"

1Allr = > lai;?
\ &

Stabilita rieSenia regularnej ststavy

Zac¢neme dvoma prikladmi

Priklad 1: Majme systém Az = b

1/1000 1|1+ 1/1000
1 1 2

Jeho riesenim je zrejme (1, 1)T. Pokial trochu pozmenime pravii stranu, AZ =
b
1/1000 1|1
1 112
ziskame rieenie (1000/999,998/999)7.
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Relativna chyba pravej strany je
|Ab|/|b] = |b—b|/|b] ~ 0.447 - 1073
a relativna chyba rieSenia
|Az|/|z| = |x — Z| /|| ~ 0.1 - 1072,
takze pomer relativnej chyby rieSenia ku relativnej chybe pravej strany je

[Az|/|z]

1=~ 224
|Ab]/[b]

Vidime, 7e mala relativna chyba pravej strany sa prejavi malou relativnou
chybou v rieSenti.

Priklad 2: Majme systém Az = b

1+1/1000 1|2+ 1/1000
1 1 2

Jeho rieSenim je zrejme (1,1)7. Ak viak pozmenime pravii stranu

1+1/1000 1]2
1 12

dostaneme ako riegenie (0,2)7. Podobnou analyzou ako v predoglom priklade
dostaneme

|Ab|/|b] = |b—b|/|b] =~ 0.353- 1073
|Az|/|z| = |o — | /|z] = 1
|Az|/|z|

122~ 2829.1
| Ab]/[0]

takZe relativna chyba rieSenia je v tomto pripade pri velmi malej zmene
pravej strany skoro 3000-n4dsobkom relativnej chyby pravej strany.

Pripomenime, Ze dobre podmieneny systém rovnic je taky systém rovnic,
v ktorom mald zmena matice koeficientov a/alebo pravej stany sposobi len
mald zmenu v rieSeni. Naopak zle podmieneny systém rovnic je taky systém
rovnic, v ktorom mald zmena koeficientov matice a/alebo pravej strany spo-
sobi velkt zmenu rieSenia systému. Podmienenost systému nam teda hovori,
nakolko mézeme verit ziskanému rieSeniu.

Ideu toho, ¢o sa vlastne deje ndm moze dat nasledovné tvaha.
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Majme systémy rovnic Az = b a A% = b, kde b = b+ Ab. Potom
P=AT=A"'b+Ab) = A0+ ATIAb =T + ALAD.

Takze ak A~! bude mat velké prvky, tak A~'Ab moze byt velké aj pre malé
Ab. V prikladoch vysSie mame

-1
1 /1000 1 (- 1909090 1909090
1 1 - 1000 1
999 999

~1
1+1/1000 1 [ 1000 —1000
1 1) \—1000 1001
Pozrime sa teda podrobnejsie na vztah sustavy rieSenia s presnou a po-
zmenenou maticou sistavy resp. pravou stranou. Mame teda systémy

Az =b (5)
(A+AA)Z =0+ Ab (6)
Pri pohlade na (6) vidime problém. A je regularna, ale A+ AA uz regularna

byt nemusi. Aby sme mohli pokracovat, potrebujeme zabezpecit regularitu
tejto pozmenenej matice. Platia vSak nasledujice ekvivalencie

A+ AA je regularna < A(I 4+ A7'AA) je regularna
& I+ A7'AA je regularna

To nam umoziuje vyuzit nasledovné tvrdenie

Veta. Ak [|X|| < 1, tak I — X je regularna a || — X|| < e

Dokaz. Podla predpokladu je 1 > || X]|| > p(X). Potom ale I — X je re-

gularna, pretoze X je podobna so svojim Jordanovym kanonickym tvarom
J(X) = PXP~! ktory ma vlastné hodnoty na diagonale. Potom ale

I—-X=1-P ' JX)P=PI—-JX))P

pricom P je regularna a I—J(X) je regularna, pretoze je horna trojuholnikova
s nenulovymi prvkami na diagondle, kedze p(X) < 1.
Dalej mame
I-X)'I-X)=1
T-X)'—(I-X)'X=1
I-X)'=I+{T-X)'X
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Normovanim poslednej rovnosti dostaneme
I =X) == T+ =X)"X|| < [|17]] + [I(1 = X) 7 [|X]]
a upravou

17 =X)7H = [ = X)X < 1
1
(T = X)) € — 5
1—1X]]
dostavame tvrdenie.

Predpokladajme teda, ze ||[A~'AA|| < 1. Potom

Ar=F—7=(A+AA) " (b+Ab) — 7= (A+ AA)'[b+ Ab— (A+ AA)7]
= (A+ AA) Y (Ab— AAT) = (I + A 'AA) A (Ab — AAT)

Po aplikicii normy a predoslého tvrdenia dostaneme

I8l £ a0+ el
Oznacme relativne chyby
AA A
R(A) = %, R(b) = %
Potom
1Al < — A2 Ry + Reay 1A 20)
1—||A-TAA||

HANATE (g BB g
- T aaay (RO + KA )

7 toho dostavame odhad pre relativnu chybu riesenia

A AlAnY ( 18] )

R(z) = — = R(b)———— + R(A

@ =G = Toaaan FOmaneE T EA@
AN A-Y

- 1= HAflAAH (R(b) + R(A))

Ak sprisnime podmienku regularity |[|[A7'AA|| < ||A7Y|||AA]| < 1, tak

o AnAy 1Al 1A~
R(z) < R(b) + R(A)) =
@ < T aay PO+ A = T pEaa

(R(b) + R(A))
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Ozna¢me c(A) = ||A|| ||A7]|. Potom

R(z) < (R(b) + R(A))

Dosiahnuty vysledok zhrnieme v nasledujicej vete

Veta a definicia. (Odhad relativnej chyby rieSenia) Nech A je regu-
larna matica a nech pre maticu AA plati ||A|| ||AA|| < 1. Potom A+ AA
je regularna a pre relativnu chybu riesenia sustavy (A + AA)Z = (b + Ab)
vzhladom na sustavu Az = b plati

R(x) < (R(b) + R(A))

Cislo ¢(A) nazyvame &slo podmienenosti matice A.

Poznamka:
e ¢(A) zavisi od pouZitej normy.

e V pripade velkého rozdielu v prvkoch A a A~! bude c(A) velké v Tu-
bovolnej norme.

e ¢(A) > 1 implikuje zli podmienenost.

Pre relativnu chybu rieSenia systému linedrnych rovnic Az = b so $tvor-
covou regularnou maticou A sme nasli odhad

R(z) < (R(b) + R(A)) (7)

Prirodzené otazka samozrejme je, nakolko je tento odhad dobry a ¢ ho nie
je mozné zlep§it. Nasledujuci priklad ukazuje, Ze odpoved na druha otazku
je nie,

Priklad: Pozrime sa na systém Ax = b s kde

. 1 0.99 . - 1.99 .
0.99 0,98 1,97

Hned vidime, Ze presné riesenie je 7 = (1, 1)7.
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Vezmime teraz systém Az = b+Ab, pricom Ab = (107%, 10~*)T. RieSenim
takto pozmeneného systému je x = (—0.97, 2.99)T. Z toho spocitame Az =
r—17=(-197, 1.99)7 a relativnu chybu riesenia
Al

1] oo

R (x) =1.99

Aby sme mohli pouzit ndjdeny v8eobecny odhad, potrebujeme spocitat ¢islo
podmienenosti ¢(A). Najdeme preto inverzni maticu k matici A a normy
matic A a A1

P <—9800 9900

- 1A = .99, [JA7 1| = 19900.
9900  —10000

Z toho spocitame
Coo(A) = 1.99 - 10*
V nagej situacii mame R(A) = 0 a R (b) = 1074/1.99, takze dostavame
1.99 = Ryo(z) < c(A)R(b) = 1.99% - 10* - 10*/1.99 = 1.99

Takze v tejto situacii sa uvedeny odhad dosahuje.

Z uvedeného prikladu vidno, Ze ziskany odhad relativnej chyby rieSenia
nie je mozné vylep$it. Na druhej strane vSak nemoézeme povedat, ze velké
¢islo podmienenosti automaticky znamené, 7e malé chyby v pravej strany
(alebo matice) sa automaticky prejavia vo velkej relativnej chybe riesenia,
¢o ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad: Vezmime systém Az = b s kde

1 .
A= 099 a b= ')
0.99 0,98 -1

Opit vezmime Ab = (107*, 10~")T. Potom rieSenie systému Az = b+ Ab
mozeme najst ako
r=A"D+ ATTAb = (—1.97-10%,1.99 - 1017 + AT Ab

Potom A~'b je zrejme presné riesenie 7 a A~*Ab = Ax. Z toho pre relativnu
chybu rieSenia mame

_ el _ [[A7MAb]|s < |A ||| Ab][o _ 1.9 - 10°
2] 50 I - 11Z]|oo 1.99 - 104
| AD] oo

= [|Ab||oe = T = R (b
[188ee = "1 (b)

Roo()

[1A8]|
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¢ize
Roo(7) < Reo(D)

Takze v tomto pripade chyba rieSenia nepresiahne chybu pravej strany. Avsak
odhad chyby z podmienenosti matice dava

Roo(7) < coo(A)Roo (b) = 1.99 - 10*[]b]] 00

7 druhého prikladu vidno, Ze napriek zlej podmienenosti matice chyba
rieSenia moze byt mala. Cislo podmienenosti teda nehovori vela o presnosti
ziskaného rieSenia, ale skor o tom, nakol’ko mozeme verit, Ze ziskané rieSenie
je blizko presnému rieseniu. Velké ¢islo podmienenosti teda znamené velka
neistotu v presnosti rieSenia.

Ako sme videli, vol'ba pravej strany mé vplyv na relativnu chybu rieSenie
a skuto¢na relativna chyba rieSenia sa moze od odhadu (7) vyrazne lisit.
Prirodzena otazka teda je, ako velmi sa skuto¢nd relativna chyba lisi od
odhadu (7) a ako na fiu vplyva prava strana.

Odpoved na tiato otazku ziskame pouzitim singularneho rozkladu. Z roz-
kladu n x n matice A mame A = UXVT, kde ¥ = diag(d,,...,d,), di >
dy > -+ >d,. Potom AV = XU, preto Av; = d;u;, prei =1,...,n.

Uvazujme systémy

Az =D, Ax = b+ Ab. (8)

a) Zvolme b = u; a Ab = cu,. Potom rieSenia ststav

USVT Tz = uy, USVT e =y + eu,
st
—177T -1 1 1
r=VX U uyy=VX eg=—Ve, = —1
dy dy
a
—17T 1 —177T 1 1
x4+ Ar=VETU" (ug +euy,) = d—vl +eVE U, = d—vl + sd—vn.
1 1 m

7 toho Tahko ziskame Ax a po aplikicii 2-normy dostaneme

1 €
A == —_— n = —
Al = e oalle =
1
zl]2 =
1

Y

d
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a preto relativna chyba rieSenia v 2-norme je

|[Az|l,  dy

R _ n=7he 7
)=l = a,

= ecy(A).

Ak si uvedomime, Ze Ry(b) = ””Abﬁ!?

= ¢, relativna chyba rieSenia bude
RQ(Z') = €C2(A) = CQ(A)RQ(Z?)

b) Zvolme teraz b = w, a Ab Tubovolné také, aby R(b) = ¢ < 1. Potom
rieSenia sustav (8) st

1 1
T = —y,, r+ Ax = —v, + VETUTAb.
d, dn
Preto
1 s 1
lzllz ==, a  [Az]s = [VETUTAbllz < ——[[Ab]..

Potom pre relativnu chybu riesenia plati

1 1
&@SEM%/E:M%<L

Ak zvolime Ab = cuq, tak

EV Up €
Bao) = 15 s 15 = =

Z tychto avah vidno, Ze relativna chyba riesenia moze byt za vhodnych okol-
nosti omnoho mensia nez chyba pravej strany. Tieto dva pripady st v sku-
tocnosti hrani¢né, teda mame odhady

Ry(b)
ca(A)

< Ry(x) < co(A)R(D). (9)

Cislo podmienenosti symetrickych matic
Pre 2-normu regulédrnej matice A plati
1
1]l = [p(A"A)]?
kde p je spektralny polomer. Pre symetricki maticu A potom dostaneme

p(AT ) = p(A2) = A2

max
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t.j. druht mocninu najvicsej vlastnej hodnoty matice A, preto ||All2 = [ |maz-

1 .
Podobne sa odvodi aj ||[A7!|y = ‘— = . Cislo podmienenosti
A max ’)\|mzn
symetrickej matice A v 2-norma sa teda spocita ako
’)\|ma:(3
Co A) = .

Pre nesymetrické matice a Tubovolnt normu plati vZdy odhad

IA]l = p(A) = [Almas

B 1

Preto pre ¢islo podmienenosti v Tubovolnej norme dostavame dolny odhad

C(A) > |)"max.

|)‘|min
Teda ak podiel absolutnych hodnoét najviacsieho a najmensieho vlastného ¢isla
matice A je velky, matica je zle podmienena.
Poznamka: Ak rieSime systém Az = b pouzitim LU-rozkladu, moze sa stat,
ze chyba riesenia bude vicsia nez c(A)R(b), pretoze matice L a U mdzu
mat horSie ¢isla podmienenosti. Preto pri zle podmienenych maticiach je
vhodnesie pouzit ) R-rozklad.

A = p(A7)

Hranice rezidua ako kritérium presnosti

Klasicky postup pre overenie, ¢i najdene rieSenie systému rovnic je naozaj
riesenim je dosadenie rieSenia do systému (tzv. skugka spravnosti). CiZe pre
systém Az = b najdeme rieSenie z a toto riesenie spliia Az = b. Samozrejme
pri vzniku chyby v rieSeni (napr. zaokrihlovanim, alebo inou stratou pres-
nosti) najdené riesenie x nebude vyhovovat danému systému. Co ale vieme
zistit je, ako vel'mi sa lisi hodnota AZ od pravej strany b. Tento rozdiel na-
zveme reziduum a oznac¢ime ho r, teda mame

r=b— Ax

Prirodzene vyvstava otazka, ¢i reziduum podava dobri informaéciu o presnosti
rieSenia. Ukazuje sa, Ze nie
Priklad: Uvazujme systém Az = b v maticovom tvare

1
L+ g 1] 2001 )
1 1] 2
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Presné rieSenie tohoto systému je 7 = (1,1)7.
Vezmime () = (1.5,0.5)" a 2® = (0.99,0.99)7 a spo¢itajme pre ne

rezidua
rO —p— AV — 2.001 _ 2,0015 _ —0.0005
2 2 0
r@ —p_ A — 2.001)  (1.98099) _ (0.02001 ‘
2 1,98 0.02

Potom pre velkosti reziduii v 2-norme plati
el < [[r®.

Takze ak by sme reziduum brali ako kritérium presnosti rieSenia, v tomto
pripade by nam indikovalo, Ze z(? je menej presné riegenie nez =), napriek
tomu, Ze z® je zjavne v 2-norme blizgie k presnému rie§eniu nez z(V.

Ze reziduum nie je dobré kritérium presnosti mdzeme nahliadnut aj z
nasledovnych tvah. Ak oznac¢ime z vypocitané rieSenie a I presné rieSenie
systému Ax = b, tak mame

r=b— Ar = Ar — Az = A(Z — z) = AAx,

teda Az = A~'b a Az moze byt velké aj pre malé r.
Zo znalosti rezidua mozeme dostat nasledovné odhady relativnej chyby
rieSenia.

_ Az AT AT e [l el (A
< <

R(x)

R T E T Ry TN T IV E R 1Y
lAcl  AllAC] _ [AAel el I I
R:L‘ = — = — Z — = 2 = .
@ =& = TAED = ANz~ TATA] = TATA-6] — <Al
Teda
L e I
— < R(z) < c(A) . 10
@ o] < ) =g (10)

Iterac¢né spresnenie rieSenia

Napriek tomu zZe reziduum nemozno vzdy dobre vyuzit na urcenie presnosti
rieSenia, je mozné ho vyhodne pouzit na spresnenie uz najdeného priblizného
rieSenia. Idea je nasledovna.
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Predpokladajme, Ze sme nagli priblizné riefenie () systému Az = b.
Potom presné riesenie Z je mozné zapisat ako 7 = 2 + Az()). Potom

b= Az = AzW + ANz,
a teda
ANz = b — Az = W), (11)

teda Az(M) je riesenim systému s maticou A a pravou stranou rovhou rezi-
duu ™. Numerickym rieSenim tohoto systému ziskame priblizne hodnotu
Az Potom mozeme polozit 2 = 2™ + Az | pri¢om nové reziduum bude
r = b — Az® a cely postup mozeme zopakovat. Cely algoritmus moézeme
zhrnut v do niekolkych krokov.

o Zvolme 2z =0 a r® =,
e Prek=1,2,...
a) Vypocitame Az ako riegenie ststavy Az = r(k),

b) Vypocitame z*+1) = z®) + Az*)

¢) Vypocitame r*+1) = p — Azp(k+D),

V tomto algoritme sa da vyhodne vyuzif LU rozklad, kedze v kroku a)
rieSime pre kazdé k systém s tou istou maticou A.

Iteracné metody rieSenia stistavy rovnic

Vyssie uvedené metody (GEM, LU,...) rieSenia linearnych systémov rovnic
zaradujeme medzi priame metody. To znamend, Ze po kone¢nom pocte kro-
kov bez zaokruhlovacich chyb dostaneme presné rieSenie. Itera¢né metody su
zaloZené na vytvoreni postupnosti, od ktorej o¢akavame, Ze konverguje k hl'a-
danému rieseniu. V kazdom kroku itera¢nej metédy teda vytvorime novy ¢len
postupnosti a okrem konvergencie pozadujeme, aby v sa kazdom kroku chyba
podstatne zmensila a aby kazdy krok nebol prili§ drahy v zmysle zlozitosti.
Ako prvé uvedieme metody zalozené na mySlienke rozkladu matice

A = My — Ny, k=1, 2,...
Potom systém Ax = b prepiSeme do tvaru
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a zvolime iteracie
Myz® = Nzt 1p,
Potom ak M} je reguldrna, dostaneme
2™ = M Nz 4 M.
Oznac¢me Q) = Mk_lNk adk = Mk_lb. Dostaneme tak postupnost systémov
2 = QD 1 )
Zrejme ak postupnost {x*} konverguje, tak konverguje k rieSeniu systému
Ax =b.

Ak rozklad A = M — N nezavisi od k, hovorime o stacionarnej metode a
mame

™ = Qa* Y 4 q

Na konvergenciu potrebujeme, aby odchylka od presného riesenia sa v
limite blizila k nule. Spocitajme teda

e ® — 7 = Q™Y +d® — (Quz +dP) = Quz*V —7)  (12)

= QuQr-1(a¥ P —3) = = Q-+ Qu(a" — 7). (13)
Preto postupnost {z*} bude pre l'ubovolné x° konvergovat prave vtedy, ked
Qr--CQ1—0

Ak normujeme (13) dostaneme

12 —z|| < QI - - 1111z — 2)]I.
Potom ak existuje ¢ < 1 také, ze ||Q;|| < ¢ pre kazdé i, tak
Jo® — 2] < (@ ~2)] =0
Tym dostavame postacujicu podmienku konvergencie
[Qkll < ¢ < 1.
Pre pripad stacionarnych met6d samozrejme na konvergenciu staci

QI < 1.
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Avsak v pripade stacionarnych metéd mame dokonca nutni a postacujicu
podmienku konvergencie

p(Q) <1,
kde p(Q@) je spektralny polomer matice Q.

Veta. Postupnost z*) riegeni systémov 2z = Qz* 1 + d konverguje k

rieSeniu Az = b prave vtedy, ked p(Q) < 1.

Doékaz. Najskor ukazeme, Ze pre Tubovolné € > 0 a Tubovolni maticu R
existuje operatorova norma || ||. taka, Ze ||R||. < p(R)+e¢. Nech J = S7'RS

je Jordanov kanonicky tvar matice R. Oznatme D, = diag(1,¢,€2,..., " 1).
Potom matica (SD.)"'R(SD.) = D.'JD, je "Jordanova matica" s e nad
diagonélou. Definujme vektorovi normu ||z||. = ||(SD.) 'z||w. Potom

|| Rzl 1(SD.) ™" Rer||o
||R||. = max = max
w0 [zll. w0 [[(SD) x|
SD)R(SD)y||
:maXH( ) ( )yH =||(SD6)_1R(SD€)||OO
y#0 9]l

<max|\| + €= p(R) +e.

Teraz dokdzeme vetu. Ak p(R) > 1, zvolme z° — x vlastny vektor s
vlastnou hodnotou A takou, Ze |A\| = p(R). Potom

(x(m—i-l) — ) = R(ﬂf(m) —z) == Rm+1($(0) —x) = )\m+l(gj(0) — ) (14)

nekonverguje k 0.

Naopak, ak p(R) < 1, tak vieme najst € > 0, také, ze p(R)+¢€ < 1, a teda
aj normu || - ||* takd, ze ||R|[. < 1, ¢o zarucuje konvergenciu. Pri vytvarani
matic M, N treba brat do avahy

e Matica M musi byt Tahko invertovatelné, pripadne systémy s maticou
M sa musia dat I'ahko riesit.

e Mali by sme vediet Tahko overit niektori z podmienok konvergencie,
napriklad pre stacionarne metody p(M~'N) < 1.

Jacobiho metéda

Jacobiho metodu dostaneme pre rozklad

A=D— (D - A),
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kde D je diagonalna matica obsahujica diagonalu matice A, pricom o A
predpokladame, Ze mé nenulova diagonalu. Ziskame tak rekurentny vztah

2™ = DD — A)z* Y 4 D= —D YA - D)z* Y + D
= QJI'(k_l) + d.

Matica (); mé tym padom tvar

0 @2 ... am
all ail
Q — aill ail
J . . . .
a a2 ..
Ann ann

Pozrime sa teraz na konvergenciu rieSenia pre tito maticu v pripade jed-
noducho spocitatelnych noriem. V pripade riadkovej normy mame

Y

Qe = max 3"

JF

CLZ'j
a44

7

z toho okamzite dostaneme, zZe ak |a;| > ., |a;;| (hovorime, Ze A ma ma
po riadkoch prevladajtcu diagonalu), tak ||Q;] < 1.
Ak A mé prevladajicu diagonalu po stlpcoch, tak analogicky

[(A—D)D7 || < 1.
Kedze plati
—Q;=D'(A-D)=D"'[(A-D)D D,

tak
p(D"' (A= D)) = p((A— D)D) < (A= D)D" < 1

Zhrnutim uvedenych ivah dostavame, ze ak A mé prevladajucu diagonalu
(po riadkoch alebo po stipcoch) tak Jacobiho metéda konverguje.

Gaussova-Seidlova metoda

Pri rozklade matice A na tvar

A=D+L+U,
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kde D je diagonéalna matica, L je striktne dolna trojuholnikova (t.j. dolna
trojuholnikova s nulami na diagonéle) a U je striktne horna trojuholnikova,
volbou

M=D+1L, N=-U
ziskame itera¢nu rovnicu
e®) = (D4 L) 'Uz%Y 4 (D4 L) .

Ukazuje sa, ze ako postacujiuca podmienka konvergencia Gaussovej-Seidlovej
metody je diagondlna dominancia rovnako dobrd ako v pripade Jacobiho
metody.

Veta 1. Ak matica A md prevlddajicu diagondlu po riadkoch alebo stipcoch,
tak Gaussova-Seidlova metdda konverguje

Dokaz: Predpokladajme riadkovi diagonalnu dominanciu matice A = (a;;).
Ozna¢me

¢ = max 3 1%,
b il

Zrejme ¢ < 1, lebo podla predpokladu A ma prevladajicu diagonalu po
riadkoch. Oznac¢me
Qas = (D+ L) 'U.

Potrebujeme ukazat, ze ||Qgs|le < -
Nech x je vektor s vlastnostou ||z||.. = 1. Potom sta¢i ukazat, ze

Qast|so < c

Oznatme y = Qgsz = (D + L)~ 'Ux, ¢o vieme prepisat na tvar (D + L)y =
—Uz, ¢ize

a; 0 .- 0 Y1 0 —ap - —Q1n T

21 QA2 - 0 Y2 1 0 0 T —a2p T2
0 : : : . —Qp_1n

Qp1 Ap2 - Qpn Un 0 0 T 0 Tn

Tento tvar naznacuje moznost pokracovat indukciou.
V prvom kroku dostavame

a T a a
|y1|_2’”” : Zla”’max|x|—2|’ ”‘n flloe = Z‘”'

|a11] 11‘ ’@11’
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Predpokladajme, 7e |yx| < ¢ pre k =1,...,i — 1. Potom
1 i—1 n
lyil < o] (Z Jasslly;] + > |aij||93j|>
“h\j=1 j=i+1

V prvej sume v zatvorke mozeme pouzit indukény predpoklad a v druhej
vlastnost ||z|l = 1, z ktorej dostavame |z;| < 1 pre kazdé j = 1,...,n.
Teda mame nerovnost

|yz| = |a” <Z|azj|c+ Z |az]|>

=1 j=i+1

a kedze ¢ < 1,

il < - (ZiamZ\am) > <

J=it+l J#i

Takze |y;| < ¢ pre kazdé ¢ = 1,...,n a teda aj [|QcsZ|le = [|Ylle =
max; |y;| < c.

Za predpokladu stlpcovej dominancie matice A dostaneme podobne ako
pri Jacobiho metode

p((D+L)"'U) = p(UD+ L)) < |[UMD+ L)y
= (D+L)"U" | = 11Q¢s]I.

Kedze stlpcova dominancia v A znamena riadkovi dominanciu v A", po-

uzitim casti dokazu pre riadkovii dominanciu dostédvame ||QLg|| < cT, kde

T _ , i
¢ = max; Z#i laj;|

Pre istt1 triedu matic vSak mame konvergenciu zaruceni vzdy.

Veta 2. Ak A je symetrickd kladne definitnd matica, tak Gaussova-Seidlova
metdda konverguje.

Doékaz: Pre pripad symetrickej matice dostavame rozklad
A=D+ L+ L7,

kde D je diagonalna matica obsahujuca diagonalne prvky matice A a L a
LT st zvysné dolné a horné trojuholnikové casti matice A — D. Kedze A je
kladne definitna, diagonédla matice D obsahuje len kladné prvky, a teda je tiez
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kladne definitna (ak by a;<0, tak el Ae; = ay < 0, kde e; = (0,...,1,...,0)
je vektor kanonickej bazy).

Na odhad pre konvergenciu pouzijeme 2-normu, ¢im zredukujeme problém
na odhad velkosti absolutnych hodnot vlastnych ¢isel, kedZe pre symetricka
maticu A je ||All2 = |[AMmax- Najskor zjednodusime maticu Qgs = —(D +
L)L,

Qes=—(D+L)"'L"=—-D :(I+ D :LD z) ‘D 2L["D 2 D2,
Ozna¢me L, = D~3LD~2. Potom
Qas = —D (I + L) ‘LT D3,

Matica —(I + L1)"'LT je teda podobné s maticou Qgg, a tym padom mé
rovnaké vlastné c¢isla.

Ak x oznacuje jednotkovy vlastny vektor, t.j. [[z]l; = Va*r =1 a —(I +
L) LTx = Az (x moZe byt komplexny vektor a A\ komplexné vlastna hod-
nota, * znamena hermitovské zdruzenie), mame

—(I+ L) 'LTo =)z
—LTe = \I + L))z

a prenésobenim posledného vztahu zlava x* a tpravou

—2* Ly = \o*(I + Ly)x = M1 + 2% Lx).

Oznaéme z = x* LT x. Potom plati

—2z=A1+2)
A:_1:2
Z toho dostaneme, Ze
z |2

M2 =M\ = . —
Al 142 142 14+z+Z4 |z

a navyse
l+z+z=14+a"Lloc+2a" Lz ="+ L+ L))z
=2*D 2(D+ L+ L")D 2
= 2*D 2AD 2z > 0.
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Preto

| ’2 — |Z|2
14+ 2z+z+|2)?

<1,

a teda aj Q|2 = [A|max < 1.

Poznamka: Ak sa na vypocet Jacobiho metdédou pozrieme po siradniciach
uvidime, Ze j-ta stiradnica rieSenia v 2™ sa spocita ako

1 -1

7 k]
To ale znamen4, Ze v ¢ase, ked pocitame x§m) uZ pozname xl(m) pre | < j,
¢o su suradnice zlepSeného rieSenia. Ak tieto nové suradnice pouzijeme vo
vypocte (15), t.j. rozdelime sumu v zatvorke na k < jak > javk <j

. -1 L L
nahradime a:l(Cm ) novymi stiradnicami x,(cm), dostaneme
m) _ 1 S ™ =Y apal™ Y
$j = a— bj — ATy, — ATy s
4 k<j k>j

¢o nie je ale ni¢ iné ako Gaussova-Seidelova metdda.

Ako si mozno v§imnuat v pripade Ze niektory prvok diagondly matice A
je nulovy, metody zlyhaju (delenie prvkom a;;). Tento problém mozno obist
vymenou riadkov alebo stlpcov, aviak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli vieobecny pripad Az = b previest na symetricky A7 Az =
ATb, moze sa stat, ze AT A je zle podmienena (co(ATA) = cp(A)?).

Meto6dy zalozené na minimalizicii kvadratickej formy

Pri tychto metdédach hfadame rieSenie systému Ax = b nepriamo ako mini-
mum nejakej vhodne definovanej funkcie F'(x). Ako priklady takych funkeii
mozeme uviest

Fi(z) = (b— Az)" (b — Ax),
alebo ak r = b — Ax je reziduum a T presné rieSenie, tak

Fy(z) = (- 2)"(Z —2) = AvT Az = (A™'r)T (A 7).
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Symetrické, kladne definitné matice

Pre pripad systému Ax = b so symetrickou a kladne definitnou maticou
systému A mozeme definovat funkciu F' ako

F(r) = Ax"AAr = (2 — 2)T Az — 7).
Vdaka kladnej definitnosti mame F(z) > 0 a F(z) = 0 prave vtedy ked
Tr=1I.
Kedze

Fx)=Z—-2)'A(z —2)=17 ' Az — 3" Az + 2" Az

T Az —
Nl Ny
b b T

=l Az — 2072 + 710
a Z1b nezavisi od z, sta¢i minimalizovat funkciu
f(z) =a" Az — 20"

Samotny itera¢ny krok potom prebieha tak, Ze k uz ziskanému rieSeniu
pripocitame vhodny a € R nasobok nejakého vhodne zvoleného vektora v,
¢ize x + av bude nové zlepsené odhad riesenia. To vedie k otazke, ako volit
aawv.

Najskor predpokladajme, Ze v sme zvolili. Potom « je zrejme vhodné volit
tak, aby = + av minimalizovalo funkciu f. Po dosadeni z — av dostaneme

gla) = f(z +av) = (z + av)T A(z + av) — 207 (z + av) =
= o®vT Av + 2a(vT Az — bT0) + 2T Az — 207
= o®vT Av + 200" (Az — b) + f(2)
= o*vT Av — 2007 + f(2)

¢o je kvadraticks funkcia premennej o, pricom v Av > 0, takZe minimum ¢
ziskame pre « splhajice

d(a) = 2av" Av — 2v7r = 0,

teda pre

UTT'

vT Av

Iterac¢ny proces teda mozeme zapisat ako

o =

g®) = 27D pgpo®) = gDy (16)
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Ostéava u7 len uréit vektory v*). Na zlepSovanie riegenia staci, aby ay, # 0,
¢o znamena, ze
U(k)T,r,(k:—l) 7& 0.

Vektory v™®) treba teda volif tak, aby neboli kolmé na rezidua. Roznym spo-
sobom volby vektorov v*) potom dostavame rozne metody.

Metéda najvacsieho spadu

Prirodzena volba vektora v je zrejme smer, v ktorom sa funkcia f(x) meni
najviac. Kedze velkost zmeny meriame derivaciou, vektor v hladame tak,
aby ¢islo

o S+ t) = f(@)

t—o00 t

bolo v absolitnej hodnote ¢o najvicsie. Pocitajme teda:

tv) — d, t
tll}’go flz+ Ut) f(z) _ f(md;" v) B _ g/(o) — 9Ty = —2||v]|a||r |2 cos ¢

Pri volbe v tak, aby [[v|l2 = 1 je toto ¢islo najvicésie pre ¢ = 0 (pripadne
¢ = m, ale v tom pripade a bude mat len opa¢né znamienko). Zvolime teda
v =r, takze v iteraciach v = r(F=1 4

(= D)T (k1)

k) — p(=1) .~ ° @ (k1)
X X + =0T A1)

Samotny algoritmus prebieha sa da zhrnat nasledovne

oz =Y

(BT (k)

®) _ Ak _ (kD) (R k)
o r) =p— Az®): oy = T z* ) = ) oy (),

Pozrime sa teraz na rychlost konvergencie tejto metoédy. Pomerne jedno-
ducho sa da ukazat, ze
F(xk+D) (r(OT (k) )2
F(z®) =1- (r®)T Ar®) (r(BT A=1p (k)"

(17)

V predchadzajicom vyraze oznac¢me r = r*) a zapi$me r v baze ortonorméal-
nych vlastnych vektorov (z1,...,x,), kde Az, = \;z. Potom r = """ | Bz,
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n n 2 n 2
(r'r)* = Zl @%T) (Zl @%)] = (Zl 55) ;
(rfAr)? = iﬂw?) (il ﬂz)\zxz>] = il B2\,
(PTA ) = zn: 5,95.T> (zn: ﬁlx,)] _ zn: B
- (Rd - l)\i i 2 )\Z .

Po dosadeni do (17) méame

F(x(k—&-l)) 1 (E:’L:l 622)2 =1— l
FE) T e ()

kde
(i 0 (2 %)
(B (i B

a pri oznaeni s =y | 37
n a2 n o2
- S - S)\Z'
= =1
Toto ¢islo je mozné odhadnat pouzitim Kantorovi¢ovej nerovnosti

Veta 3. Ak zq,...,x, su kladné redlne cisla a ~vyy,...,v, > 0, také, Ze
Z?:l Yi = 17 tak

- - -1 (xl + mn)2
iTi I

7 toho dostavame odhad

(BN (- B (A1 + An)?
() ()

a potom

F(l‘(kJrl)) <1 4)\1)\71 o [)\1 - >\n:|
)\1 + An ‘



D4 sa ukéazat, ze potom

A=\, 18 by
B < AT An ) 1
Az ]y < {Aﬁ%} 2] N

Takze pokial \; a A, st radovo blizke, metdéda konverguje celkom rychlo.
Pokial ale A\; > \,, ¢ize pre zle podmienené matice, moze byt konvergencia
pomala.

Poznamky: Rychlost algoritmu mozno zlepsit

a) rt+t) = p — Azt = p — A(2® + apyr?) = (b — Az®) — gy Ar)
=" — a1 Ar® | pricom Ar® poéitame uz pri a1, ¢ize nemusime

pocitat Azk+1),

b) z*t) = 2" 4wy aga®, kde wyyq = 2

g1’
Co si mozeme viimnat je, Ze
()T . (k+1) _ (k)T( (k) _ A (k)) — BT (k) _ (k)TMA (k)
ity =r r Q1 Ar') = W0y T m AT
BT8O AT
(T A7 (k)

Takze r®T | pk+1)

Niz8ie je animécia a obrazok zobrazujuci tri iteracie prezentovanej metody

pre systém
2 1 )\ (1
1 2)\y) \1

Metéda zdruZenych smerov

Predchadzajicu metédu mozeme v rovine geometricky opisat nasledovne.
Vrstevnice kvadratickej funkcie F' su elipsy (lebo A je kladne definitna sy-
metrickd matica). Bod 2(® v ktorom zaciname algoritmus teda leZ{ na ne-
jakej elipse e®. Zostrojime kolmicu na tito elipsu v bode z(. To bude
priamka ktorej smerovy vektor je vektor rezidua (), ¢o je mimochodom aj
nejaky nasobok gradientu f v bode z(®). Tato priamka je doty¢nicou neja-
kej dalsej vrstevnice e a bod dotyku je nové priblizné riesenie z(1). Dalsie
priblizenie k rieseniu dostaneme opakovanim tejto "konstrukcie" (obr. 2). V
pripade viacrozmerného pripadu je postup podobny. Konstruujeme kolmice
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Obr. 1: VIavo je animécia postupu vypo¢tu metdédou najvacsieho spadu,
vpravo st zobrazené rieSenia ziskané z troch iteracii.

4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

Obr. 2: Metoda najvicsieho spadu s vrstevnicami

na vrstevnice podobnym spoésobom, a tym konStruujeme postupne minimé
kvadratickej funkcie v danych smeroch.
Co si mozeme viimnut z vyssie uvedenej konstrukcie je, Ze bod 2 nie
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je minimalny vzhladom na smer uréeny vektorom 7, pretoze posunom v
smere 72 o je len nejaky nasobok vektora r(® dostaneme z®, v ktorom
méa f mensiu hodnotu ako v predoslom z(®. Ponika sa otazka, ¢i nevieme
vektory v®) v iteracnom procese (16) volit tak, aby sme v danom itera¢nom
kroku ziskali bod minima danej kvadratickej funkcie, ktory bude miniméalny
vzhlTadom na v8etky predchadzajice smery. Podme tito myslienku formali-
zovat.
V k-tom kroku minimalizicie dostavame

2 = =D 4 g 8

Ak zvolime niektory z predchadzajtcich smerov v, i < k, ako novy smer
posunu, tak

2 = 2B 4 @)
pricom

LT (k)

&= 0T Ap()

Ak ale predpokladame, 7e v 2*) je minimum vzhladom na predchadzajice
smery, musi byt a = 0, a teda

0 = oWTr® = 0T (h — Az®) = 0T (h — A(z*Y 4 v
= 0OT((b — A(z* 1)) + ap Av™) = vOT (2D 4 o Ap™))

_ OT (b1 | O o Ay ) — 0T ) 4,

Posledna rovnost vyplyva z toho, ze v®Tr* =1 pretoze sme predpokladali,
ze ®) je minimum vzhTadom na predchadzajtce smery. Preto pre nulovost
a potrebujeme vW7T Ap®) = (.

Ked7e A je symetricka, kladne definitnd, vyraz (x,y) . = y* Az mé vietky
vlastnosti skalarneho sac¢inu. Tym padom vztah v®TAv*) = 0 znamena, ze
vektory v a v®) su A-ortogonalne.

Teraz moézeme zostrojit algoritmus na rieSenie systému Az = b s maticou
rozmeru n X n.

e Zvolime A-ortogonalnu bazu vV, .. 0™,
e Zvolime z(.

o 710 =p— Az,
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e Pre k=1,...,n spoc¢itame
(T (k1)

V()T Ay (k)
= 2" 4 ol

M =b—Az® =p— A@x*Y + qo®) = rED — qpav®

. —

k) k)

$(

Po n krokoch dostavame minimum funkcie v n réznych smeroch, ¢o zna-
menad, zZe sme ziskali presné rieSenie.

A-ortogonalnu bazu {v¥} je mozné ziskat z Tubovolnej bazy {u¥} Gramovou-
Schmidtovou A-ortogonalizéciou.

COREY

S _ iy _ g @8 00)
+ (k+1) J
Z ]) , U J) T . U
7j=1
Nevyhodou je Ze na vypocet v*+1) potrebujeme mat ulozené vietky vek-

tory v, .. v & podstatne zvysuje naroky na paméif. Taktiez samotny
vypocet bazy ma zlozitost O(n?), ¢o nie je rychlejsie ako GEM.
Miernou modifikaciou predoslého postupu ziskame nasledujicu metodu.

Metoda zdruzenych gradientov

Idea tejto metody je takd, A-ortogonalnu bazu z predoslého postupu poci-
tame priebezne z rezidui metody najvicsieho spadu.

e Zvolime (0 7 =p — Az©®) 1) = ),

e Prek=1,...,n

B o R)T (k=1
Xk = LT Ay

20 = gD 4 g ()
b0 =) g

(k+1) o)
v Z U(]

]:

7 predchadzajicej ¢asti mame v@Tr®) = 0 pre ¢ < k, teda v@ L r®)
pre i < k. Taktiez vektory {v™M,... v} generuji ten isty priestor ako
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{r®, . r*=D1 7 toho dostavame, 7e r®) L r( pre kazdé i < k. Potom

r(j_l) — r(])

(8 @)y, — 0T 47 0) — p BT 4,G) — (9T —0

Qj
pre j < k. Teda r*) je A-ortogonalny na vetky v’/ okrem posledného. Tym
dostaneme modifikiciu predoslého algoritmu.

e Zvolime 2, r(O =p — Az (1) = 7O)

e Prek=1,....n

o BT (k=1)  (k=1)T .(k—1)
pE)T Aqy(k) vR)T Ay(k)
20 = gD 4 (B

B — 1) o Ay (B)

k .
p* D) = (k) _ Z Mv(j) O Mv
<U(J')’ U(j)>A r(E—D T (k—1)

(alpha)

A =

) (vector)

7j=1
Q) R-rozklad

Riesenie systémov Ax = b pouzitim LU-rozkladu ma nevyhodu v tom, ze
matice L a U z rozkladu mozu mat horsie ¢islo podmienenosti ako samotné
matica A. Preto je ¢asto lepsSie pouzit iny typ rozkladu. Maticu systému
rozloZime na sa¢in ortogonalnej matice () a stupfiovitej matice R (v pripade
7e A je Stvorcova, tak R je horna trjuholnikova). Pre maticu A rozmeru m xn
dostavame rozklad
A=QR,

kde @ je ortogonalna matica rozmeru m xm a R je stupiiovita rozmeru m xn.

Co sa tyka vypoctovej zlozitosti hladania rieSenia systému Ax = QRzx =
b, mame

r=RQ7p,

¢o vieme urobit v O(n?). Teda celkovi rychlost uréuje rychlost vypoctu QR-
rozkladu, ktory je O(n?). Uvedieme niekolko algoritmov na vypocet QR-
rozkladu matice A.

@ R-rozklad pomocou GSO

Nech A je matica rozmeru m X n, pricom m > n. Potom A a jej Q) R-rozklad

vieme zapisat ako
R
A=Qr= (@ | @) (O)
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kde Q1 je m x n matica s ortonormalnymi stipcami, R; je horna trojuholni-
kova matica a O je nulova matica. Potom Q1 R; = A, ¢o znamen4, 7e stipce
matice A st linedrne kombinacie stipcov matice ;. Ak A ma stipcovi hod-
nost n, tak Ry je regularna a @, = AR;*. V tom pripade ale aj stipce matice
@Q; st linearne kombinacie stipcov matice A, ¢o spolu s predoslym faktom
implikuje, 7e A a Q; maji rovnaké stipcové priestory. Maticu @, teda mo-
zeme Tahko ziskat pomocou Gramovej-Schmidtovej ortogonalizacie. Ak i-ty
stipec matice A ozna¢ime a; a i-ty stlpec matice Q1 ozna¢ime g;,

(5]
HalH
a2,41)4q
0 = < 2 1> 1 = Q9 = qQHZQH + Q1<Cl2,Q1>
Haz (az, @)1
a3z — \as,q1)q1 — (a3, 42,9
0 = 3 — (a3, @)@ — (a3, @2) @2 = a3 = qs||z3|| + @2{as, @) + ¢1{as, ¢1)
las — (as, q1)q1 — (as, ¢2) g2 ||

pricom z; oznacuje Citatela vo vyjadreni g;.
7 vyjadreni stlpcov a; napravo, potom mdzeme vyskladat matice ()1 a
R;.

HalH <a27 Q1> <a37 QI>

0 22 (a3, q2)
Ql = (QI qg> g3 - Qn> s Rl - 0 0 HZ3”
Modifikovana GSO
ZapiSme
i
A=QR=(a @ @) | | =arl+ard+ gl

kde ¢; st stlpce matice Q a r! si riadky matice R.
Potom ¢/ A = r takZe pomocou ¢; vieme spomtat cely prvy riadok
matice R. Vo Vseobecnostl ak pozndme ¢; mame ¢/ A =r! DaleJ mame

A—qrf = (O al) aﬁﬂ)) — AD = T g T
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Stipec aél) je druhym stipcom matice gyr3, pretoze vietky ostatné matice

(1)
¢ir] majt prvé dva stipce nulové. Takze rop = HaS)H, G2 = Ha?—l)H a
)

=g A= g (AV + qirf) = g3 AV,

Nasledne pokracujeme s A? = A — ¢rT — gor] a cely postup opakujeme.
Zhrime cely algoritmus:

o A"=A,
e Pre k=1,...,n

a) i = Jlay s,
(k—-1)
a

b) qp = *—,

Tkk
¢) f = qf A,

d) A® = AG=D _ g, T

Nevyhoda tychto dvoch metdd je, Ze nie s numericky stabilné. Ak podi-
tame s konecnou presnostou, nemozeme ocakavat, ze ziskand matica () bude
skuto¢ne ortogonalna. Preto ziskani maticu () budeme povazovat za ortogo-
nalnu, ak ||[I — Q7 Q|| < ¢, pre dostatoéne malé € > 0. V pripade, Ze stlpce
matice A su skoro linearne zavisle, tak pri pocitani s kone¢nou presnostou
matica Q moze byt velmi zle ortogonalna, ¢o znamena, Ze || I — Q7 Q|| omnoho
vacsie ako zvolené e.

() R-rozklad pomocou matic odrazu

Matica odrazu (niekedy tiez reflexia) je matica tvaru P = I — 2uu’, kde
||u|l2 = 1. Pomerne jednoducho sa ukéaze, ze takiato matica P je ortogonélna
a symetricka.

Pre dany vektor x skiisme najst maticu odrazu P tak, aby

sz(c o --- 0)2661.

7 definice P mame rovnost

r —2u(u’r) = cey,

¢o vieme upravit na
1
u= x — cey).
2uTx( )
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Takze u je linearnou kombinaciou x a e;. NavySe ||z[|z = ||[Pz[s = [c| takze

IS

vektor u je nasobkom vektora @ = = + ||x||2e;. Potom ale u = T
Ufl2

Lahko sa ukéze, Ze znamienko + v @ mozno volit lubovolne (ak @ # 0).
Polozme teda @ = x + sign(xy)||x|2e;. Teda @ ma tvar

1 + sign(z1) ||z

T2

=g}
I

Tn

Samotny vypocet () R-rozkladu matice Ay = A prebieha nasledovne:
Vezmeme prvy stipec a; matice Ay a najdeme maticu odrazu P; tak, aby
Pia; = crey. Potom Py Ay = Ay, kde prvy stipec matice A, je ¢re;.
Vo vieobecnosti ak mame maticu A;, ktord ma kazdy j-ty stipec, j < i
tvaru c;e;, tak maticu A;;; ziskame z A; vynasobenim maticou P44, ktora

ma tvar
I, 0
Pi = = )
. (O P)

kde I; je jednotkova matica rozmeru ¢ X ¢ a P je matica odrazu rozmeru
n —1 X n — i, Gprave prislusnej casti ¢+ + 1-stlpca matice A;, schématicky

X k% ok kX 10 0 0 0 O
0 x x * 01 0 0 0 O
A, — 0 0 % * * P, = 0 O ps3 psa P35 Pss
0 0 % x x 0 O pa3 paa Pas Pas
0 0 % *x = 0 0 pss psa D55 Pso
0 0 % x x 0 0 pes Pes Pes Do

kde podmatica P = (pi;) matice P je matica odrazu pre ¢ast stipca vyznad-
ného cervenou. Potom

* k% %k ok ok
0 * % *x x
0 0 % * =«
PsAy = =A
2700 0 0 % o« s
0 0 0 * =«
0 0 0 % x
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Matica ) je potom sta¢inom matic P, i =1,...,n — 1.
V praktickej implementacii netreba pocitat matice P;, pretoze

Pt As = (I = 2uiul ) Ai = Aoy — 2uia (uly) Ay)

kde A; je prislusna ¢ast matice A; transformovana maticou Piyq a u;q je
prislusna cast urceného stlpca, ktord sa nuluje, az na prvy prvok. Takze
namiesto matic P; si sta¢i pamétat vektory wu;, pricom dlzka kazdého vektora
w; jen — (i —1).

Q) R-rozklad pomocou Givensovych matic rotacii

Pre dany vektor z = (x1,73)7 vieme ndjst maticu rotacie R tak, aby Rx =
(u,0)T. KedZe R zachovava dlzky, prvé siradnica vysledného vektora je u =

Va? + 23, takze
cosp —sinp\ (@)  [/2]+ 23
sinp  cosp To 0

Z toho pomerne jednoducho ziskame tvar matice R, ¢ize hodnoty cosp a
sin ¢
1 4

2 2 2 2
\V T7 + x5 VvV x] + x5

Givensova matica rotacie o uhol # stiradnic i, j je matica tvaru

cos p = sinp = —

i J
1
1
1 cos —siné
R(0,i,5) =
j sin 8 cos 0
1

1

Pre dany vektor x a sturadnice ¢ a j je mozné vysSie uvedenou maticou
R(0,1,j) vynulovat j tu suradnicu vektora x.
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Postup na ziskanie () R-rozkladu je potom zrejmy. Dant maticu A rozmeru
m X n upravime na stupiiovity tvar postupnym nésobenim zlava Givenso-
vymi maticami. Za¢neme prvym stipcom A a postupne z ava nasobime A
maticami R(1,7), 7 =2,...,m. Tym vynulujeme vSetky prvky pod diagona-
lou. Nasledne postup zopakujeme pre d'alsie stipce. Takto ziskame maticu R
z () R-rozkladu.

Maticu @ by sme ziskali vynasobenim zostrojenych matic R(0,1, 7). Pri
praktickej implementacii mézeme ale postupovat nasledovne. Pre uSetrenie
paméite mozeme vyuzit upravovanu maticu A, kde na poziciu prvku, ktory vy-
nulujeme maticou R(6, 1, j) zapiseme bud sign(cos ) sin 6 ak |sinf| < | cosd),
alebo % v opa¢nom pripade. Ak oznac¢ime ulozentt hodnotu ako p, tak
sinf a cos @ vieme zrekonstruovat nasledovne: Ak |p| < 1, tak sinf = p a
cosf = /1 —sin®#. V opacnom pripade cosf = % asinf =+/1 — cos? 4.

Tento sposob zarucuje numerickt stabilitu vypoctu, pretoze zabranuje
situécii, ked by sin @ alebo cos boli blizko 1 a teda problému pri pocitani
1 — cos? @ alebo 1 — sin?é.

Zlozitost Q) R-rozkladu pouzitim Givensovych matic rotacii je dvojné-
sobné oproti zlozitosti () R-rozkladu pouzitim matic odrazu.

Problém najmensich $tvorcov

Stustavy Ax = b s maticou A € M,,«,, ktoré maju viac riadkov ako stipcov
(m > n) sa nazyvaju preurcené ststavy. Takéto sustavy zvycajne nemaji
rieSenie. MoOZeme ale miesto presného rieSenia hladat také riesenie, ktoré
minimalizuje reziduum v nejakej norme,

7| = {16 = Axz]].

Ak uvedena norma je euklidovska, hovorime o probléme najmengich stvorcov
(PNS), ¢ize hladame

min ||b — Ax||2
TER™

¢o pri prepisani po stradniciach Az = (y1,%2, .-, Ym)?, b= (b1, ba, ..., bp)T
znamend hladat x minimalizujuce

(br = y1)* + (b2 — y2)* + -+ + (b — Ym)”

Priklad: Typicka aplikacia PNS je hladanie krivky aproximujicej nejaku
sadu bodov. Majme m dvojic ¢isel (saradnice bodov) (y1,b1), .., (Ym,bm) &
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chceme néjst kubicky polyném najlepsie aproximujuci (v nejakom zmysle)
tieto body. Cize hladame koeficienty x1, ..., x4 polynomu

p(y) = z1 + 20y + 23y° + 25
tak, aby tento polyném minimalizoval reziduum r = (r,...,r,)7, kde
ri = p(y:) — bi

V maticovom tvare dostavame

1 p(lh) by
T P(y2) by

T: - = - - -
T'm P(Ym) b,
Iy y% yi’ I by
1 2 3 b

=2 Rl N I el PR

: x3
L ym yp ys) \Ta b

Ak r minimalizujeme v 2-norme, dostavame PNS.
Na rieSenie problému najmens$ich Stvorcov sa Standardne vyuzivaju tri
metody:

e Normalne rovnice,
e ()R-rozklad,

e singularny rozklad.

Normalne rovnice

Ozna¢me ay, . .., a, stlpce matice A. Pri riegeni PNS hladdme minimum fun-

kcie

F(z)=|b— Az|j3 = (b — Az)" (b — Az) = b"b — b" Ax — 27 ATb + 2T AT Ax
=b"b— 20" Az + 2" AT Ax.

Na urcenie stacionadrnych bodov potrebujeme derivaciu F,

oF
al’i

= —2b"a; + al Az + 27 ATa; = —2b"a; + 20 Ax = 24! (Az —b).
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Potom stacionarny bod urc¢ime rieSenim ststavy

oF
axizo, 1=1,...,n,
ktorej maticovy tvar je
2AT(Ax —b) =0 & AT Ax = ATh

Systém
AT Az = ATh

nazyvame sistava normalnych rovnic.

Takto ndjdeny stacionarny bod je minimum pretoze matica druhych de-
rivacii F' je 2AT A, ktora je pozitivne semidefinitna.

Ak A ma plni stipcovii hodnost (h(A)=n), tak AT A je regulérna a jediné
rieSenie je

x = (ATA)LATD,

V pripade, 7e A nema plnt stipcovii hodnost najdeme (jednoznacne ur-
¢ené) rieSenie s najmensou normou, ktoré je geometricky ortogonalnym prie-
metom bodu O (stred suradnicovej sustavy) do afinného priestoru rieSeni

normélovych rovnic. Toto rieSenie mozno najst pouzitim SVD nasledovne.
Nech h(A) < n. Vezmime singularny rozklad A = UDV™. Potom

|b— Azl = ||b—UDV”z|y = U — DV z]|s.

Ozna¢me VIz =y a UTb = f. Potom Ax = b moZeme prepisat na siistavu
Dy = f v tvare

Dr 0 n _ fl

0 0 Y2 f2
Potom dostavame

Dy fi Dyy1 — f

1Dy — fli5 = - =
0 7|, —fy

= | Dyyr — f1ll5 + || /213

a minimum teda ziskame pre y; = D' f a y, Tubovolné. RieSenie s najmen-
Sou normou vieme ziskat ako

R0 (5
0 0 O fo 0 O 0 O

24
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a kedze x = Vy, dostaneme hladané minimum pre
Dt o0
r=V ( i ) U"b
0 0

D—l
Matica AT = VDTU sa nazyva pseudoinverzné

r

0

matica k matici A a ma nasledovné vlastnosti

Oznaéme Dt =

e A" je jedind matica, ktora spliia tzv. Moorove-Penroseove podmienky

AXA=A XAX=X (AX)T=4X (XA)T" =(XA)

mingegmn ||[AX — I||F je dosiahnuté pre A

Ak A je regularna, tak AT = A7L,

Vo vSeobecnosti (AB)t # BTA™.

Zavislost AT od koeficientov A nie je spojita.

o (ANt =4, (AT)" = (AN, (ad)t = 1A

PNS pre matice s plnou hodnostou

Budeme predpokladat, ze m x n matica A, m > n, ma hodnost h(A) =
n. Vtedy ATA je regularna matica, takZe mozeme systém AT Az = ATb
riesit ako klasické systémy so symetrickou, kladne definitnou maticou (napr.
Choleskeho rozkladom).

Problémom je 7Ze tento novy systém moze mat hor§ie numerické vlastnosti
ako povodny
Priklad: Ak

b
Il
X O =
S @ =

tak

1 1+ a?

AM:(HGQ ! ) (18)
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ak teda napriklad a = 1079, tak AT A moze vyjst pri pocitani s kone¢nou
11
presnostou ) 1) , Co je singularna matica, pricom pévodnéd matica A mala

hodnost 2.

Namiesto rieSenia normélnych rovnic mézeme pouzit ()R-rozklad A =
QR, kde Q ma rozmer m x m. Myslienka je podobna ako pri pouziti SVD
na minimalizaciu vyssie.

Minimalizujme

F(z) =|b— Az|3 = [Ib - QRz[; = [|Q"b — Rall3 = || f — Rx|3,

pricom sme oznacili f = QTb. Potom pre

(0
e (1))

takZze minimum F(z) sa zjavne nadobida pre = R;'fi, a vtedy F(z) =

.f2]3-

Pre matice s netplnou hodnostou budeme potrebovat nasledujicu kon-
Strukciu

mame

QR-rozklad s pivotizaciou

Ak matica A nemé plnu stIpcovit hodnost, je vhodné Q R-rozklad poéitat tak,
aby prvky na uhlopriecke v R boli usporiadané podla absolutnej hodnoty.
Tym padom (numericky) nulové ry, dostaneme aZ na konci vypoctu. Na to
potrebujeme z A vyberat vidy ten stipec, ktory méa najvicgiu normu. Cely
postup, moézeme zhrnut nasledovne.

Zatneme s maticou A. V nej najdeme stlpec s najvi¢sou normou a vy-
menime tento stipec s prvym pomocou permutanej matice II;. Nasledne
pouzitim vhodnej matice odrazu vynulujeme ¢ast pod diagonalou.

A— AHl — PlAHI

Matica P, nemeni normu stlpcov AIl;, pretoze P, je ortogonélna, teda jej
riadky tvoria ortonormalnu bazu a stéin vektora (so sturadnicami vyjad-
renymi v nejakej inej ortonormalnej baze) s vektormi ortonormalnej bazy
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(riadky P;) vracia suradnice toho istého vektora vyjadrené v tej ortonormal-
nej baze (riadky Pp). Jedna sa teda len o zmenu stradnic z jednej ortonor-
méalnej bazy do inej ortonormaélnej bazy, a takato zmena siradnic zachovava
dlzky vektorov (t.j. 2-normu vektorov).

Opakovanim vys§sie uvedeného postupu dostaneme teda postupne

A—)AHl —>P1AH1 —>P2P1AH1H2—>"'—>]Dl"'PQPlAl_[lHQ"'Hl:R.
Ozna¢me potom QT = P,--- P, Py, I = 111, - - - II;. Dostaneme tak QT AIl =
R, ¢ize AIl = QR, ¢o je QR rozklad s pivotizaciou.

PNS pre matice s neplnou hodnostou

Namiesto () R-rozkladu n x m vezmeme () R-rozklad s pivotizaciou AIl = QR.
Potom miesto Az = b rieSime stustavu QRIITx = b, pricom

o <R11 R12>
0 0

kde Ry; mé rozmer r X r (R mé rozmer nx m). Pomocou jednoduchych tprav
||Az — b||2 dostaneme

Az — b]|5 = [|RIT" 2 — Q|3
Ozna¢me [Tz = <y> tak Ze ma zmysel nasobif Ri; sy a Rz 50 za QTb =
z

(C) , takze
d

2

IRz — Q"b])3 = ‘

Ruy + ngz - C
0 d )

= [ Ruy — (¢ — Ruiz2)ll; + [ld]]3.

Teda x pre ktoré je || Az — b||3 minimalna musi byt

S (3/) _ (Rnl(c - Rmz))

Takzvané zakladné riesenie dostaneme pre z = 0, vtedy

| Rl_llc
O b
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ktoré v8ak nemusi mat najmengiu normu. RieSenie s najmengou normou mé-
zeme najst tak ze eSte upravime maticu R pomocou matic odrazu. Maticu

R
R 11 R
0 0
upravime na tvar
o
0 0

Maticu U ziskame ako su¢in vhodnych matic odrazu U = P P; - - - P,, sche-
maticky pre maticu R (prazdne miesta oznacuju 0)

r r r Tr T T T r Tr T T
r T r T T T r T
r r Tr T T T x
r r T T x
Py Py
r r r Tr Tr T T r r r Tr Tr T T
r r Tr Tr T T r T
T T T T
x x
Ps RN

Potom R = RUT.
|Az — |3 = |QRI"z — b|)3 = |[RII"z — Q"b|)3 = || RUTTI"z — Qb3
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Podobne ako vysSie ozna¢me

U = (y)
(900

Teda ||Az — b||? sa opit minimalizuje volbou y = Rj'c a Tubovolného z.

Vtedy
Uy — <R11lc> 7
z

z = UII Rl_llc
Z )

a takéto £ ma minimalnu normu, pre z = 0.

takze
2

= HRHZJ - CH% + Hng
2

|RUTI 2 — Qb3 = '

¢ize

Problém vlastnych hodné6t

}_>X1 }_ﬂi }_ﬂn
kq ko kj ki1 kp
...... ...m@m...m@
by by by

Xj = position of i-th mass (0 = equilibrium)
m; =mass of i-th mass

kj = spring constant of i-th spring

b; = damping constant of i-th damy

Obr. 3: Systém mechanickych oscilatorov (J. W. Demmel, Applied numerical
linear algebra, Society for industrial and applied mathematics, 1997)

Sktimajme mechanicky systém z obr. 1. Pouzitim Newtonovho pohybo-
vého zadkona a Hookovho zdkona dostdvame systém diferencidlnych rovnic
druhého radu

m;ii(t) = ki(@i-1(t) — i(0)) + kg1 (i1 (8) — 23(F)) — by (F)
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Systém n takych rovnic mdézeme zapisat v maticovom tvare ako
Mi(t) = —Bi(t) — Kz(t),
kde M = diag(mq,...,m,), B = diag(b,...,b,) a

ky +ky  —ko
—ky kot ks ks

_knfl knfl—i_kn _kn
_kn—l kn

Tento systém ODR druhého radu transformujeme na systém ODR prvého
radu substiticiou

Tym dostavame

o [E20)\  [—-MT'Bi(t) - MT'Kax(t)\
=)= (70

(-MB —MKN (i)
_< I 0 )(x(t)>_Ay<t)

Na vyrieSenie tohoto systému potrebujeme poznat zac¢iato¢na polohu a rych-
lost zéavazi, teda vektor y(0). V teorii oby¢ajnych diferencidlnych rovnic sa
ukazuje, ze takyto systém s danymi zaciato¢nymi podmienkami ma rieSe-
nie y(t) = eAy(0). Ak A je diagonalizovatelna, t.j. A = SAS™!, kde A =
diag(A1, ..., Ay), dostavame

y(t) = SAS™'y(t) & S~'y(t) = ASy(t)

takze po substittcii z(t) = S~ 'y(t) dostavame systém z = Az(t), ktory ma
riesenie z(t) = diag(eM?, ..., e*?")z(0).

Vidime, na najdenie rieSenia takéhoto dynamického systému je dobré po-
znat vlastné ¢isla matice asociovanej s tymto systémom. O vlastnych ¢islach
nejakej matice A vieme, Ze si to rieSenia charakteristického polynému matice
A, x(\) = det(A — \I), preto pre pripad velkych matic nemame inti moznost
ako pouzit numerické metody. Zrejme vypocet korenov charakteristického
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polynému nebude velmi efektivny, pretoZe by sme potrebovali spocitat de-
terminant matice, ¢o je ¢asovo draha operéacia.

Kazdu $tvorcovi maticu A je mozné upravit na Jordanov kanonicky tvar
J(A) = S71AS, ¢o je blokovo diagonilna matica, pozostavajica z blokov,
ktoré maju na diagondle vlastné ¢isla matice A a nad diagonalou jednotky.
Mohli by sme sa teda pokusit numericky hlTadat tento kanonicky tvar. Prob-
léemom je v8ak to, Ze zobrazenie A — J(A) nie je spojiteé.

1
0

je matica v Jordanovom tvare. Ak zvolime ubovolné e a nahradime prvok
na a; = 0 na diagonéle prvkom i - €, dostaneme maticu, ktorej Jordanov ka-
nonicky tvar bude diag(1-¢, ..., n-¢€). Takze pri napriklad pri zaokrihlovacej
chybe by sme mohli dostat uplne iny vysledok.

Taktiez vypocet Jordanovej kanonickej formy nemusi byt stabilny, teda
ak by sme aj spo¢itali S a J pre maticu A, tak nemame garanciu , ze S~ (A+
§A)S = J pre nejaké malé § A. Totiz, ak vieme, ze S™1AS = J, kde S je velmi
zle podmienend, a spocitali sme S presne a J s nejakou malou chybou 6./,
|16J]] = O(e)||A]l, tak vieme odhadnuft, ako velmi mame “opravit” A, aby J
bolo presné riegenie, t.j. hladame odhad pre 6A, s S™H(A +§A)S = J +4J.
Po jednoduchej tprave dostavame A = S6JS~! a odhad

[SAI < [ISII- {811 - [1S7H] = e($)O(e)l| Al

takze ||0A|| moze byt velké.

Posledny priklad naznacuje, ze bude dobré kontrolovat podmienenost ma-
tice S. Mozeme sa teda skusit obmedzit na matice ortogonélne matice S. O
tych vieme, 7e maja ¢islo podmienenosti ¢(S) = 1. Tieto sice nestacia na
ziskanie Jordanovho kanonického tvaru, avsak méame

Veta 4 (Shurov kanonicky tvar). Pre dand maticu A ezistuje unitdrna matica
Q@ a hornd trojuholnikovd matica T takd, Ze Q*AQ = T a vlastné hodnoty
matice A su proky diagondly matice T.

V tejto vete vo vSeobecnosti predpokladame, 7e tam uvedené matice st
komplexné. V pripade, Ze A je redlna matica ale preferujeme kanonickd formu,
ktora bude obsahovat len realne prvky. V takom pripade ale musime obetovat
"trojuholnikovost"matice.
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Veta 5 (Realny Shurov kanonicky tvar). Ak A je redlna matica, tak ezistuje
redlna ortogondlna matica V takd, Ze VT AV =T je blokovo hornd trojuhol-
nikovd matica, s blokmi rozmeru 1 X1 alebo 2x 2 na diagondle. Bloky rozmeru
1 x 1 zodpovedaji redlnym vlastngm hodnotam matice A a bloky rozmeru 2 x 2
dvogici komplexne zdruZengjch komplexnych vlastnych cisel matice A.

Algoritmus pre vieobecny problém vlastnych cisel

Najjednoduchsia metoda je mocninova metoéda. Tato metoda vo vseobec-
nosti ndjde najvicsie vlastné ¢islo a prislusny vlastny vektor. Ideu tejto me-
tody mozno geometricky opisat obrazkom Ak v; a vy st vlastné vektory ma-

tice A prislichajice roznym vlastnym hodnotam, a x; je Tubovolny vektor,
ktory nie je vlastnym vektorom, tak vektor Ax; sa prikloni k nasobku vlast-
ného vektora, ktory prislicha k vicsej vlastnej hodnote. Prislusnu vlastna
hodnotu potom dostaneme normovanim a projekciou. Cely postup sa da zhr-
nat do algoritmu

e Zvol vektor g, 1 =0

e opakuj
— Yiy1 = Ax;
= Tit1 = Yirr/||Yira|]2
— Aiy1 = fl?g:rleiJrl
—i=1+1

e kym nedojde ku konvergencii.
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Ukazme, ze tato metdda naozaj konverguje. Predpokladajme, 7e A je diago-
nalizovatelna, A = SAS™!, A = diag(\y,..., \,), pricom |[A;| > [Ag| > -+ >
|\n|. Oznacme s; i-ty stipec matice S. s; je vlastny vektor prislichajici \;
a ||si]la = 1. Potom zy = S(S7tzg) = S(aq,...,a,)T. Tiez A = SA'S™L.
Potom

(03] )\ZiOél L i
« Ao o <¥)
. . 2 2 - «
Algg = (SAS™HS| "1 =572 [ =anis| ™\
(679 )\Zan Qn (&)l
aq Al

a vektor v zatvorkich zrejme konverguje k e;, takZe A'zy konverguje k néa-
sobku Se; = s;, ¢o je vlastny vektor zodpovedajici vlastnej hodnote A;.
Takze \; = 27 Az; konverguje k sT As' = sTAys; = M. Problémom tejto me-
tody je, (zaml¢any) predpoklad «; # 0. A pomala konvergencia v pripade,
ze pomer |Ao|/|A1| je blizky 1. Napriklad, A je realna matica ktorej v ab-
solutnej hodnote najvicsie vlastné ¢islo |[A\;| je komplexné, tak || = |\2] a
vyssie uvedend analyza zlyha. Extrémny pripad je ortogonalna matica, ktorej
vSetky vlastné hodnoty st rovné 1.

Uvedené nedostatky vSak mozno obist ked uvedenti metodu aplikujeme
namiesto matice A na maticu (A — oI)~". Cislo ¢ nazgvame posun. Tato
modifikdcia umozni konvergenciu k vlastnej hodnote, ktora je najblizsia k
o. Tejto metdde sa hovori inverznd mocninova metdda, alebo metdéda
inverznej iteracie.

e Zvol vektor zg, 1 =0
e opakuj
— Yir1 = (A—ol) lay

- Tit1 = yi-l—l/HyH-lH?
= Aip1 = $z~_1A37i+1

—i=1i+1
e kym nedodjde ku konvergencii.

Dalsie vylepSenie algoritmu umozni spotitat (p > 1)-invariantny pod-
priestor. Tento spdsob nazveme ortogonalna iteracia

e 7Zvol n x p ortogonalnu maticu Zy, ¢ = 0
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e opakuj

- Y= AZ

- Y1 = Z;11 Ry pomocou QR-rozkladu, Z; . priblizne aproximuje
p-invariantny podpriestor.

—i=i+1
e kym nedojde ku konvergencii.

Predpokladajme, ze |A\,| > |A\,41|. Pre p = 1 dostavame klasicki mocninovi
metodu. Ak p > 0, tak mame

span(Z;,1) = span(Y;y1) = span(AZ;).
Preto
span(Z;) = span(A'Z,) = span(SAS™Zp)
Rozpisanim SAS~'Z; mame
SAS™Zy = Sdiag(Mi, ..., \.)S ™12y = A Sdiag((A/A)s -, (A /An)))SZ0
Kedze |A\;j/A\p| > 1, pre j <pa|\;/\,| <1 pre j > p dostavame

. . | XP*P
diag(A/ )+« /)5 Z0 = (L al ey

)

pricom zjavne Yi(n_p)xp konverguje k 0 ako (A\,11/),)" a XI™” nekonverguje
k 0.

Ozna¢me S, maticu obsahujticu prvych p stlpcov matice S a 5}, maticu
zvysnych stipcov.

Potom

span(Z;) = span(SA'S™'Zy) = span(S,X; + S,Y;)

a kedZe Y; konverguje k 0 tak span(S,X; +5,Y;) konverguje ku span(S,X;) =
span(.S,)

Veta 6. Pre dani n X n maticu A, nech p=n a Zy = 1. Ak vsetky vlastné
hodnoty matice A si v absolitnych hodnotdch navzdjom rozne, a vsetky hlavné
podmatice matice S si requldrne, tak A; = ZF AZ; konverguje ku Schurovmu
kanonickému tvaru matice A. Vlastné hodnoty budi v tomto tvare usporia-
dané zostupne podla ich absolitnej hodnoty.
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Dalsie modfikicia umoznia odstranit predpoklad réznosti absolttnych
hodnot vlastnych ¢isel. Dosiahneme to pomocou posunu a invertovania. Naj-
skor jemne modifikujeme predosly algoritmus. Dostaneme algoritmus QR
iteracie.

e Dana je matica Ag, i =0
e opakuj

— A; = Q;R;, pomocou QR-rozkladu.
- A1 = RiQi.
—i=i+1

e kym nedodjde ku konvergencii.

V tomto pripade matice A; st presne matice Z! AT; z predoslého algoritmu.
Pridanim posunu ziskame algoritmus

e Dané je matica Ay, i =0
e opakuj

— zvol o; blizko vlastnej hodnoty matice A;.
— A; — 0,1 = Q;R;, pomocou QR-rozkladu.
— A1 = RQ; + oyl
—i=i+1

e kym neddjde ku konvergencii.

Potom nie je tazké ukézat, ze A; a A;yq st ortogondlne podobné.

Ak o; je vlastna hodnota, tak algoritmus skonverguje po prvej iteracii. Ak
o; nie je vlastna hodnota, tak zastavovacia podmienka je aby A(n,1:n —1)
bola dostato¢ne mala.

Este ostéva vyrieSit problém, ako volit o; blizko vlastnych hodnot, ked
tieto vlastné hodnoty hfadame. Ako vhodna volba sa ukazuje o; = A;(n,n),
ktord umozni kvadraticka konvergenciu.

Poznamky: Casova zlozitost uvedeného algoritmu je O(n*). D4 sa vylepsit
na O(n3) redukciou matice A na horny Hessenbergov tvar. Problém kom-
plexnych vlastnych hodnoét je mozné vyriesit dvojitym posunom o; a ;.
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