
Venujeme sa numerickým metódam rie²enia lineárnych systémov rovníc

Ax = b

Základné delenie numerických metód

1. Priame metódy: Gaussova elimina£ná metóda, LU -rozklad, LTLT -rozklad,
Choleského rozklad

2. Itera£né metódy: Jacobiho, Gaussova-Siedelova, metóda najvä£²ieho
spádu, metóda zdruºených smerov, metóda zdruºených gradientov,

Gaussova elimina£ná metóda a LU rozklad

Máme daný systém rovníc v maticovom tvare

Ax = b

kde A ∈ Mnn(R) je reálna n × n matica, x a b sú st¨pcové vektory d¨ºky n.
Postupným pouºitím elementárnych riadkových operácií potom eliminujeme
prvky matice pod diagonálou. V prvom kroku teda postupne odpo£ítavaním
ai1
a11

násobku prvého riadku od i-teho (i = 2, 3, . . . , n) vynulujeme prvky pod
diagonálou v prvom st¨pci.

a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

... . . . ...
...

an1 an2 · · · ann bn


︸ ︷︷ ︸

(A|b)

1. krok∼


a11 a12 · · · a1n b1
0 a

(1)
22 · · · a

(1)
2n b

(1)
2

...
... . . . ...

...
0 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn b

(1)
n


︸ ︷︷ ︸

(A(1)|b(1))

Takto postupujeme aj v ¤al²ích krokoch, teda v k-tom kroku odpo£ítavaním

mik =
a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

násobku k-teho riadku od i-teho (i = k+1, k+2, . . . , n) vynulu-

jeme prvky pod diagonálou v k-tom st¨pci. Po n− 1 krokoch získame systém
(A(n−1)|b(n−1)), kde A(n−1) je horná trojuholníková matica. Z tohoto systému
h©adané rie²enie x získame spätným dosadením

xn =
b
(n−1)
n

a
(n−1)
nn

, xn−1 =
b
(n−2)
n−1 − a

(n−2)
n−1nxn

a
(n−2)
n−1n−1

, . . . ,

xk =
b
(k−1)
k − a

(k−1)
k k+1xk+1 − a

(k−1)
k k+2xk+2 − · · · − a

(k−1)
k n xn

a
(k−1)
kk
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Operáciu pripo£ítania násobku jedného riadku matice k inému je moºné
reprezentova´ maticovým násobením. Prenásobením matice A maticou

Mik =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
... . . . ...

...
...

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

0 · · · −mik · · · 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


z©ava dosiahneme odpo£ítanie mik násobku k-teho riadku matice A k i-temu
riadku matice A. Ak teda máme maticu A(k−1) ktorá má nuly pod diagonálou
v st¨pcoch 1 aº k − 1, k-ty st¨pec vynulujeme postupným násobením matice
A(k−1) maticami Mik, i = k + 1, . . . , n

A(k) = MnkMn−1 k · · ·Mk+1 kA
(k−1)

Su£inom matíc MnkMn−1 k · · ·Mk+1 k vznikne matica Mk, ktorá má 1 na dia-
gonále a ktorej k-ty st¨pec je

(0 · · · 0 1︸ ︷︷ ︸
k

−mk+1 k · · · −mnk)
T .

Z matice A dostaneme potom hornú trojuholníkovú maticu A(n−1) nasledovne

A(n−1) = Mn−1Mn−2 · · ·M2M1A

Potom

A = M−1
1 M−1

2 · · ·M−1
n−2M

−1
n−1A

(n−1)

De�nujme vektor

mk = (0 · · · 0 0︸ ︷︷ ︸
k

mk+1 k · · · mnk)
T .

potom maticu Mk môºeme zapísa´ ako

Mk = I −mke
T
k ,

kde ek je vektor, ktorý má na k-tom mieste 1 a ostatné prvky nulové. Z
výpo£tu

(I −mke
T
k )(I +mke

T
k ) = I −mke

T
kmke

T
k = I −mk · 0 · eTk = I,
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máme hne¤
M−1

k = (I −mke
T
k )

−1 = I +mke
T
k .

Hne¤ aj vidíme, ºe M−1
1 M−1

2 · · ·M−1
n−2M

−1
n−1 je dolná trojuholníková matica,

ktorú ozna£íme L. Naviac ak l ≤ k

(I +mle
T
l )(I +mke

T
k ) = I +mle

T
l +mke

T
k

preto

L = M−1
1 · · ·M−1

n−1 = I +
n−1∑
k=1

mke
T
k

takºe matica L obsahuje prvky mik na príslu²ných miestach pod diagonálou
a 1 na diagonále. Dostaneme tak rozklad

A = LA(n−1) = LU.

Na ²etrenie pamäte, £o môºe by´ vhodné pri ve©kých maticiach, je moºné
postupne prepisova´ roz²írenú maticu (A|b) tak, ºe prvkami pod diagonálou
matice L prepí²eme prvky pod diagonálou matice A a horná trojuholníková
£as´ matice U prepí²e hornú trojuholníkovú £as´ matice A. Na záver moºno
vektor B prepísa´ vektrom rie²enia. Týmto spôsobom vieme u²etri´ pomerne
ve©a miesta, pretoºe namiesto alokovania miesta pre tri n × n matice sta£í
jedna n× n matica.

Praktický priebeh výpo£tu si predvedieme na nasledovnom príklade.
Príklad: Nájdite LU rozklad matice

A =


2 1 −1 3
−4 −3 3 −9
6 1 −4 1
−2 −3 9 −2

 .

Princíp spo£íva v postupnom dop¨¬aní matíc L a U

L =


1 0 0 0

1 0 0
1 0

1

 U =

 0
0 0
0 0 0

 .

Ke¤ºe prvý riadok matice L poznáme, ©ahko dopo£ítame prvý riadok matice
U ,

L =


1 0 0 0

1 0 0
1 0

1

 U =


2 1 −1 3
0
0 0
0 0 0

 .
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Podobne vieme doplni´ prvky v prvom st¨pci matice L

L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 1 0
−1 1

 U =


2 1 −1 3
0
0 0
0 0 0

 .

Teraz doplníme prvky v druhom riadku matice U . Druhý riadok matice L
môºe ma´ nenulové len prvé dva prvky. Takºe zo znalosti matice A a spôsobu
násobenia matíc máme

−2 · 1 + u22 = −3 −2 · (−1) + u23 = 3 (−2) · 3 + u24 = −9.

z £oho ©ahko spo£ítame druhý riadok matice U

L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 1 0
−1 1

 U =


2 1 −1 3
0 −1 1 −3
0 0
0 0 0

 .

Následne dopo£ítame druhý st¨pec matice L zo vz´ahov

3 · 1 + (−1) · l32 = 1 (−1) · 1 + (−1) · l42 = −3

L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 2 1 0
−1 2 1

 U =


2 1 −1 3
0 −1 1 −3
0 0
0 0 0

 .

Pre tretí riadok matice U máme analogicky

3 · (−1) + 2 · 1 + u33 = −4 3 · 3 + 2 · (−3) + u34 = 1

preto

L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 2 1 0
−1 2 1

 U =


2 1 −1 3
0 −1 1 −3
0 0 −3 −2
0 0 0

 .

Podobne dopo£ítame prvky v tre´om st¨pci L

(−1) · (−1) + 2 · 1 + (−3) · l43 = 9
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L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 2 1 0
−1 2 −2 1

 U =


2 1 −1 3
0 −1 1 −3
0 0 −3 −2
0 0 0


a vo ²tvrtom riadku matice U

(−1) · 3 + 2 · (−3) + (−2) · (−2) + u44 = −2

L =


1 0 0 0
−2 1 0 0
3 2 1 0
−1 2 −2 1

 U =


2 1 −1 3
0 −1 1 −3
0 0 −3 −2
0 0 0 3


Formalizáciu tohoto postupu dosiahneme rozpísaním A = LU po prvkoch

a uvedomením si tvaru matíc L a U . Potom pre A = (aij), L = (lij) a
U = (uij) máme z A = LU

aik =
n∑

j=1

lijujk

a ke¤ºe pre i < k je lik = 0 a pre i > k je uik = 0 môºeme písa´

aik =

min{i,k}∑
j=1

lijujk

Potom pre prípady i = 1, k = 1, . . . , n a k = 1, i = 1, . . . , n máme postupne

a1k = u1k ai1 = li1u11

a následne pre i = 2, . . . , n, ke¤ºe lii = 1

uik = aik −
i−1∑
j=1

lijujk, k = i, i+ 1, i+ 2, . . . , n

a

lki =
aki −

∑i−1
j=1 lkjuji

uii

, k = i, i+ 1, i+ 2, . . . , n

LU rozklad matice nemusí existova´. Napríklad vy²²ie uvedený postup
pre maticu

A =

 1 2 3
2 4 7
3 5 3


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zlyhá pri

L =

 1 0 0
2 1 0
3 1

 U =

 1 2 3
0 0 1
0 0


pretoºe rovnica pre l32 je

(6 =)3 · 2 + l32 · 0 = 5

Veta: Ak Existuje LU rozklad matice A, tak je jednozna£ný.

Dôkaz. Jendozna£nos´ dostaneme klasickým spôsobom nasledovnou úvahou.
Ak L1U1 = A = L2U2 sú dva LU rozklady matice A, tak L−1

2 L1 = U2U
−1
1 .

Matica L−1
2 L1 je dolná trojuholníková s jednotkami na diagonále, U2U

−1
1 je

horná trojuholníková. Ke¤ºe sa rovnajú, musia by´ obidve rovné identickej
matici L−1

2 L1 = I = U2U
−1
1 . Z toho potom L1 = L2 a U1 = U2.

Jeden problém, ke¤ proces LU rozkladu (a teda aj Gaussova elimina£ná
metóda) zlyhá sme uº videli, konkrétne, ke¤ v k−1 kroku je ukk = a

(k−1)
kk = 0.

Z toho vieme odvodi´ podmienku existencie LU rozkladu: Ak v²etky hlavné
minory matice A sú nenulové, tak existuje LU rozklad.

Druhým problémom je numerická stabilita, £o si ilustrujeme na nasledov-
nom príklade:
Príklad: Rie²me systém

−10−4x+ y = 1

x+ y = 2

Systém prepí²eme do maticového tvaru a upravíme Gaussovou elimina£nou
metódou (

−10−4 1 1
1 1 2

)
∼
(

−10−4 1 1
0 10001 10002

)
a spätnou substitúciou nájdeme

y =
10002

10001
x =

10000

10001
.

Toto je presné rie²enie.
Ak v²ak po£ítame v aritmetike s kone£ným po£tom platných £íslic môºe

nasta´ problém. Ak by sme napríklad v predo²lej úlohe po£ítali s presnos´ou
na 3 platné £íslice, tak 10000 + 1 = 10000, 10000 + 2 = 10000 a teda postup
by vyzeral nasledovne
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(
−10−4 1 1

1 1 2

)
∼
(

−10−4 1 1
0 1 1

)
s rie²ením

y = 1 x = 0.

Gaussova elimina£ná metóda slúºi na rie²enie systémov Ax = b. LU roz-
klad matice A je v princípe len iný zápis Gaussovej elimina£nej metódy. Ak
poznáme LU rozklad, tak systém Ax = b vieme prepísa´ na LUx = b tento
systém potom rie²ime tak, ºe najskôr nájdeme rie²enie Ly = b a následne
rie²enie Ux = y.

Videli sme, ºe LU rozklad a Gaussova elimina£ná metóda pri pouºití
na systém lineárnych rovníc je v princípe to isté. Je teda namieste otázka,
pre£o je dobré vôbec h©ada´ LU rozklad matice. Pokia© máme len jeden
konkrétny systém, tak LU rozkladom naozaj ni£ nezískame. Av²ak £asto sa
stáva, ºe máme danú maticu systému A a rôzne pravé strany bi a pre kaºdé bi
chceme nájs´ rie²enie systému Ax = bi. �asová zloºitos´ (t.j. po£et operácii
na výpo£et) Gaussovej elimina£nej metódy pre maticu rozmeru n×n je O(n3)
(presne 1

3
n3 + n2 − n

3
). �asová zloºitos´ pre výpo£et rie²enia Ux = b alebo

Lx = b, kde U je horná trojuholníková a L je dolná trojuholníková matica je v
oboch prípadoch O(n2). Takºe pri viacerých pravých stranách LU rozkladom
u²etrím £as výpo£tu.
Príklad: Pouºitie LU rozkladu.

Predpokladajme, ºe máme danú n × n maticu A a dva n-vektory c a d.
Chceme vypo£íta´ s = cTA−1d. Prvá moºnos´, ktorá sa ponúka je spo£íta´
maticu A−1 a následne vypo£íta´ uvedený výraz. Ekonomickej²í spôsob je ale
pouºi´ LU rozklad. Výraz A−1d vlastne znamená nájs´ x také, ºe Ax = d,
£iºe rie²i´ systém. Postupova´ teda môºeme tak, ºe spo£ítame rozklad PA =
LU , nájdeme y také, ºe Ly = Pd a nájdeme x také, ºe Ux = y. Následne
spo£ítame s = cTx.

Poznámka: A−1 vo výrazoch zvy£ajne znamená 'nájdi rie²enie systému' a
len málokedy 'nájdi inverznú maticu'.

V predchádzajúcej £asti sme videli problémy, ktoré môºu nasta´ pri Gaus-
sovej elimina£nej metóde � ak v niektorom kroku vznikla 0 v ©avom hornom
rohu príslu²nej podmatice, nemohli sme pokra£ova´ v GEM. A ak na diago-
nále bolo £íslo blízke 0, pri GEM v spojení s aritmetikou s kone£ným po£tom
platných £íslic mohlo dôjs´ k podstatným chybám. Tieto problémy z ve©kej
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£asti rie²i pivotovanie, t.j. výmena riadkov a st¨pcov matice, tak aby sme v
príslu²nom kroku v danej podmatici získali v ©avom hornom rohu vhodný
prvok.

Je nieko©ko typov pivotovania

1. �iasto£né pivotovanie s výberom najvä£²ieho prvku v st¨pci (riadku).

2. Úplné pivotovanie - výber najvä£²ieho prvku v príslu²nej podmatici.

3. Veºové pivotovanie - výber najvä£²ieho prvku v príslu²nom riadku alebo
st¨pci (z ²achovej terminológie veºa=rook, rook pivoting).

Pozrieme sa najskôr na £iasto£né pivotovanie s výberom prvku v st¨pci.
Princíp spo£íva v tom, ºe na za£iatku kroku GEM vymeníme dva riadky
tak, aby sme ako prvok v ©avom hornom rohu príslu²nej podmatice dostali v
absolútnej hodnote najvä£²í prvok v prvom st¨pci uvedenej podmatice. Tento
postup je opä´ výhodné zapísa´ pomocou matíc.

Výmenu dvoch (prípadne viacerých) riadkov matice A dosiahneme ná-
sobením matice A z ©ava permuta£nou maticou, t.j. maticou, ktorá vznikne
z jednotkovej matice výmenou riadkov. Ozna£me permuta£nú maticu, ktorá
vymie¬a i-ty riadok za j-ty, i < j, ako Πi. Potom postup GEM s £iasto£ným
pivotovaním s výberom v st¨pci prebieha nasledovne:

Mn−1Πn−1 · · ·M2Π2M1Π1A = A(n−1) = U (1)

pri£om Mk = I −mke
T
k . Pozrime sa, ako moºno (1) upravi´ ako LU rozklad.

Sú£in matíc na ©avej strane (1) môºeme prepísa´ nasledovne

· · · (Πn−1 · · ·Π3M2Π3 · · ·Πn−1)(Πn−1 · · ·Π2M1Π2 · · ·Πn−1)(Πn−1 · · ·Π1)A
(2)

Ozna£me M̂k = Πn−1 · · ·Πk+1MkΠk+1 · · ·Πn−1. Potom

M̂k = Πn−1 · · ·Πk+1MkΠk+1 · · ·Πn−1

= Πn−1 · · ·Πk+1(I −mke
T
k )Πk+1 · · ·Πn−1

= I − Πn−1 · · ·Πk+1mke
T
kΠk+1 · · ·Πn−1.

Ke¤ si uvedomíme, ºe eTkΠk+1 · · ·Πn−1 znamená permutáciu k + 1-ho aº
n − 1-ho prvku vektora eTk , £o sú ale 0, tak eTkΠk+1 · · ·Πn−1 = eTk . Podobne
Πn−1 · · ·Πk+1mk je vektor, ktorý dostaneme nejakou permutáciou k + 1-ho
aº n−1-ho prvku vektora mk, a teda prvých k-súradníc tohoto vektora bude
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stále rovných 0. Ozna£me preto m̂k = Πn−1 · · ·Πk+1mk, z £oho dostávame,
ºe

M̂k = I − m̂ke
T
k

je dolná trojuholníková matica, ktorá vznikne z matice Mk permutovaním
prvkov v k-tom st¨pci pod hlavnou diagonálou. V kaºdom prípade (2) prejde
na tvar

M̂n−1 · · · M̂1(Πn−1 · · ·Π1)A = U

a po prezna£ení P = Πn−1 · · ·Π1 a (M̂n−1 · · · M̂1)
−1 = L dostaneme LU

rozklad s £iasto£ným pivotovaním s výberom hlavného prvku v st¨pci

PA = LU

Príklad: Nájdite LU rozklad matice s £iasto£ným pivotovaním v st¨pci
1 1 −1 2
0 2 0 1
2 0 2 0
1 3 2 −1


Rie²enie: Budeme po£íta´ GEM hornú trojuholníkovú maticu, pri£om mul-
tiplikátorymk budeme zapisova´ pod hlavnú diagonálu namiesto núl. Zarove¬
si budeme zapisova´ transpozície pre príslu²né výmeny riadkov.

V prvom kroku teda najskôr nájdeme v absolútnej hodnote najvä£²í prvok
v prvom st¨pci, £o je 2 v tre´om riadku, a preto vymeníme prvý a tretí riadok,
takºe Π1 = (1 3). 

2 0 2 0
0 2 0 1
1 1 −1 2
1 3 2 −1


Multiplikátory mi1 sú po rade 0, 1/2, 1/2, takºe maticu upravíme GEM a
miesto núl v prvom st¨pci zapí²eme tieto multiplikátory

2 0 2 0
0 2 0 1
1/2 1 −2 2
1/2 3 1 −1


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V druhom kroku pokra£ujeme s hlavnou 3×3 podmaticou. Najvä£²í prvok v
druhom st¨pci je 3 zo ²tvrtého riadku, takºe vymeníme druhý a ²tvrtý riadok
Π2 = (24) 

2 0 2 0
1/2 3 1 −1
1/2 1 −2 2
0 2 0 1


a pouºijeme GEM na 3× 3 podmaticu (pozor, prvky prvého st¨pca neupra-
vujeme, tam sú v skuto£nosti 0). Multiplikátory mi2 sú po rade 1/3 a 2/3 a
po úprave dostaneme 

2 0 2 0
1/2 3 1 −1
1/2 1/3 −7/3 7/3
0 2/3 −2/3 5/3


V tre´om, poslednom kroku riadky nemeníme, lebo | − 7/3| > | − 2/3|. Mul-
tiplikátor je mi3 = (−2/3)/(−7/3) = 2/7 a poslednou GEM dostaneme

2 0 2 0
1/2 3 1 −1
1/2 1/3 −7/3 7/3
0 2/3 2/7 1


Z toho potom máme

L =


1 0 0 0
1/2 1 0 0
1/2 1/3 1 0
0 2/3 2/7 1

 U =


2 0 2 0
0 3 1 −1
0 0 −7/3 7/3
0 0 0 1


Permutácia P = (24)(13) vznikne z I postupnou výmenou riadkov 1�3 a 2�4,

P =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Tým sme získali h©adaný LU rozklad.

Ak máme LU rozklad s £iasto£ným pivotovaním matice A a potrebujeme
nájs´ rie²enie systému Ax = b, rozpí²eme PAx = LUx = Pb. Najskôr teda
nájdeme y také, ºe Ly = Pb a potom x je rie²ením systému Ux = y.

Poznámky:
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1. LU rozklad s £iasto£ným pivotovaním regulárnej matice A vºdy exis-
tuje.

2. Prvky matice L sú v absolútnej hodnote nanajvý² 1.

3. Dá sa teoreticky ukáza´, ºe aj GEM s £iasto£ným pivotovaním je nesta-
bilná metóda. Av²ak v praktických úlohách sa nestabilita tejto metódy
prejavuje ve©mi zriedka, preto ju z praktického h©adiska povaºujeme za
stabilnú.

Prípad úplného pivotovania uº teraz predstavíme ve©mi rýchlo. V k-tom
kroku nájdeme najvä£²í prvok príslu²nej hlavnej podmatice a výmenou riadka
a st¨pca ho presunieme do ©avého horného rohu. Následne eliminujeme prvky
v ur£enom st¨pci pod hlavnou diagonálou. Takºe maticovo môºeme postup
zapísa´ ako

Mn−1Πn−1 · · ·M1Π1AΓ1 · · ·Γn−1 = U.

Z toho podobnými úvahami ako v prípade £iasto£ného pivotovania dostaneme
rozklad

PAQT = LU.

Rie²enie rovnice Ax = b potom prebieha nasledovne:

1. Nájs´ rie²enie Lz = Pb s neznámou z.

2. Nájs´ rie²enie Uy = z s neznámou y.

3. Spo£íta´ x = QTy.

GEM s úplným pivotovaním uº moºno povaºova´ za stabilnú metódu
av²ak vzh©adom na zriedkavú nestabilitu GEM s £iasto£ným pivotovaním sa
£asto nevyuºíva aj vzh©adom na ve©ký po£et operácií porovnávania.

Medzi nov²ie metódy patrí GEM s veºovým pivotovaním. Postup pri
tomto pivotovaní je nasledovný. V k-tom kroku GEM v príslu²nej hlavnej
podmatici nájdeme prvok s najvä²£ou absolútnou hodnotou v prvom st¨pci
tejto podmatice a následne zistíme, £i je tento prvok aj najvä£²í v tom riadku
v ktorom leºí. Ak je, stane sa pivotom. Ak nie, vezmeme najvä£²í prvok z
toho istého riadka a zistíme, £i je najvä£²í aj v st¨pci, v ktorom leºí. Ak áno,
stane sa pivotom, ak nie, vezmeme najvä£²í prvok z toho st¨pca a zistíme, £i
je najvä£²í aj v riadku v ktorom leºí,. . . .

Tento postup nakoniec nájde nejaký pivot.
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Výhodou tejto metódy je, ºe po£et porovnaní, kým nájdeme pivot býva
zvy£ajne omnoho men²í ako po£et porovnaní pre GEM s úplným pivotova-
ním, ale napriek tomu má táto metóda porovnate©nú numerickú stabilitu ako
GEM s úplným pivotovaním.

V tomto prípade dostávame tieº rozklad

PAQT = LU

pretoºe po nájdení pivota musíme zvy£ajne meni´ riadok aj st¨pec.

V prípade nedour£ených systémov, t.j. systémov s maticou A s po£tom
riadkov men²ím ako po£et st¨pcov a plnou hodnos´ou je zrejme moºné spo-
£íta´ LU rozklad (s úplným alebo veºovým pivotovaním) v tvare

PAQT = L[U1|U2]

kde P a Q sú permutácie, L je dolná trojuholníková matica a U1 je regulárna,
horná trojuholníková.

Ak by sme chceli nájs´ nejaké rie²enie takého systému (ktorých je samoz-
rejme nekone£ne ve©a), môºeme postupova´ nasledovne. Zo systému Ax = b
dostaneme

(PAQT )(Qx) = Pb ⇒ L[U1|U2](Qx) = Pb

Vektor Qx napí²me ako [z1|z2]T . Potom

L[U1|U2](Qx) = Pb ⇒ L[U1|U2][z1|z2]T = Pb ⇒ L(U1z1 + U2z2) = Pb

Potom rie²enie nájdeme nasledovne

1. Rie²me Ly = Pb s neznámou y.

2. Zvo©me z2 a rie²me U1z1 = y − U2z2 s neznámou z1.

3. Poloºme x = QT [z1, z2]
T .

Symetrické matice

Pri aplikácii GEM na symetrické matice si môºeme v²imnú´, ºe po vynulo-
vaní k-teho st¨pca v k-tom kroku zvy²ná hlavná podmatica zostáva symet-
rická a navy²e v LU rozklade sú prvky v k-tom riadku matice U napravo od
diagonály násobkami prvkov v k-tom st¨pci matice L pod diagonálou.

Veta. (LDLT rozklad)
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Nech A je n×n regulárna matica, taká, ºe kaºdá jej hlavná k× k podmatica
je regulárna. Potom existuje dolná trojuholníková matica L s jednotkami na
diagonále a diagonálna matica D = diag(d1, . . . , dm) taká, ºe

A = LDLT ,

Pri£om tento rozklad je jednozna£ný.

Dôkaz. Z daného predpokladu dostávame, ºe existuje LU rozklad matice A,
A = LU . Tento rozklad môºeme upravi´ nasledovne

L−1AL−T = UL−T .

Na ©avej strane rovnosti je symetrická matica, na pravej strane je horná
trojuholníková matica, takºe táto matica musí by´ diagonálna, preto

UL−T = D ⇒ U = DLT .

Z jednozna£nosti LU rozkladu potom dostávame jednozna£nos´ LDLT roz-
kladu.

Systém Ax = b potom rie²ime v troch krokoch: Ax = LDLTx = b

1. Lz = b

2. Dy = z

3. LTx = y.

Pokia© by sme chceli pouºi´ £iasto£né pivotovanie, poru²íme symetriu.
Ak by sme teda pri výmenách riadkov zachova´ symetriu, musíme meni´ aj
príslu²né st¨pce, £o v²ak spôsobí, ºe na mieste pivota môºe by´ len prvok z
diagonály. Prvky na diagonále v²ak môºu by´ v²etky nulové aj pri regulárnej
matici, ako ukazuje príklad  0 1 1

1 0 1
1 1 0

 .

V prípade kladne de�nitných matíc v²ak môºeme pouºi´ nasledovný fakt

Veta. Ak symetrická matica A je kladne de�nitná, tak v²etky jej hlavné
podmatice získané pri GEM sú kladne de�nitné.
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Dôkaz. Vezmime kladne de�nitnú symetrickú maticu

A =

(
a11 aT

a B

)
.

Po prvom kroku GEM získame maticu

A =

(
a11 aT

0 B − 1
a11

aaT

)
.

Vezmime ©ubovo©ný nenulový vektor z tvaru z = (x|yT )T kde x ∈ R a y je
n− 1-vektor. Potom z kladnej de�nitnosti matice A máme

0 < zTAz = x2a11 + 2aTyx+ yTBy

Po úprave GEM pre príslu²nú podmaticu máme

yT
(
B − aaT

a11

)
y = yTBy − (aTy)2

a11

Potom môºeme odhadnú´

yTBy − (aTy)2

a11
> −(aTy)2

a11
− x2a11 − 2aTyx = − 1

a11

(
a11x+ aTy

)2
Táto nerovnos´ platí pre ©ubovo©né x, teda aj pre x = −aT y

a11
, pre ktoré je

výraz n zátvorke rovný 0. T.j. B − aaT

a11
je kladne de�nitná. �alej indukcia.

V¤aka tejto vete vieme, ºe v diagonálnej matici D sú v²etky prvky na
diagonále kladné. Môºeme preto D odmocni´, D =

√
D
√
D a prepísa´

A = LDLT = L
√
D
√
DLT = L̄L̄T

Tým dostávame nový typ rozkladu pre symetrické kladne de�nitné matice,
ktorý voláme Choleského rozklad symetrickej kladne de�nitnej matice A.

A = L̄L̄T

Pokia© by sme chceli pouºi´ £iasto£né pivotovanie, poru²íme symetriu.
Ak by sme teda pri výmenách riadkov zachova´ symetriu, musíme meni´ aj
príslu²né st¨pce, £o v²ak spôsobí, ºe na mieste pivota môºe by´ len prvok z
diagonály. Prvky na diagonále v²ak môºu by´ v²etky nulové aj pri regulárnej
matici, ako ukazuje príklad  0 1 1

1 0 1
1 1 0

 .
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V prípade kladne de�nitných matíc v²ak môºeme pouºi´ nasledovný fakt

Veta. Ak symetrická matica A je kladne de�nitná, tak v²etky jej hlavné
podmatice získané pri GEM sú kladne de�nitné.

Dôkaz. Vezmime kladne de�nitnú symetrickú maticu

A =

(
a11 aT

a B

)
.

Po prvom kroku GEM získame maticu

A =

(
a11 aT

0 B − 1
a11

aaT

)
.

Vezmime ©ubovo©ný nenulový vektor z tvaru z = (x|yT )T kde x ∈ R a y je
n− 1-vektor. Potom z kladnej de�nitnosti matice A máme

0 < zTAz = x2a11 + 2aTyx+ yTBy

Po úprave GEM pre príslu²nú podmaticu máme

yT
(
B − aaT

a11

)
y = yTBy − (aTy)2

a11

Potom môºeme odhadnú´

yTBy − (aTy)2

a11
> −(aTy)2

a11
− x2a11 − 2aTyx = − 1

a11

(
a11x+ aTy

)2
Táto nerovnos´ platí pre ©ubovo©né x, teda aj pre x = −aT y

a11
, pre ktoré je

výraz n zátvorke rovný 0. T.j. B − aaT

a11
je kladne de�nitná. �alej indukcia.

V¤aka tejto vete vieme, ºe v diagonálnej matici D sú v²etky prvky na
diagonále kladné. Môºeme preto D odmocni´, D =

√
D
√
D a prepísa´

A = LDLT = L
√
D
√
DLT = L̄L̄T

Tým dostávame nový typ rozkladu pre symetrické kladne de�nitné matice,
ktorý voláme Choleského rozklad symetrickej kladne de�nitnej matice A.

A = L̄L̄T (3)

pri£om L̄ je dolná trojuholníková matica s kladnými prvkami na diagonále.
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Aj ke¤ Choleského rozklad dokáºeme získa´ pomocou LDL rozkladu ma-
tice A, efektívnej²ie je po£íta´ ho porovnaním st¨pcov matíc v rovnosti (3).
Pre n× n maticu A a 1 ≤ j ≤ n máme

A(:, j) =
n∑

k=1

L̄(:, k)L̄T (k, j) =
n∑

k=1

L̄(:, k)L̄(j, k)

=

j∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k) = L̄(j, j)L̄(:, j) +

j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k)

z £oho dostávame

L̄(j, j)L̄(:, j) = A(:, j)−
j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k)

ozna£me pravú stranu ako vektor v

A(:, j)−
j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(:, k) = v

Potom

L̄(j, j)L̄(j, j) = v(j) ⇒ L̄(j, j) =
√

v(j)

a

L̄(j : n, j) =
1√
v(j)

[
A(j : n, j)−

j−1∑
k=1

L̄(j, k)L̄(j : n, k)

]
=

v(j : n)

v(j)

Opä´ je moºné u²etri´ miesto prepisovaním dolnej trojuholníkovej £asti ma-
tice A. Príklad: Nájdite Choleského rozklad matice

A =


4 −2 4 2
−2 2 −5 −1
4 −5 22 8
2 −1 8 9


Rie²enie: Za£neme výpo£tom L(1, 1), £o je zrejme

√
A(1, 1) = 2 a prvý

st¨pec matice L̄ bude 1
2
A(1 : n, 1). Prepísaním prvého st¨pca matice A dosta-

neme 
2 −2 4 −2
−1 2 −5 −1
2 −5 22 8
1 −1 8 9


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�alej pokra£ujeme výpo£tom druhého st¨pca.

L(2, 2) =
√

A(2, 2)− L(2, 1)2 =
√

2− (−1)2 = 1

a

L(2 : 4, 2) = A(2 : 4, 2)− L(2, 1)L(2 : n, 1) =

 2
−5
−1

− (−1)

−1
2
1

 =

 1
−3
0


Dostávame tak 

2 −2 4 2
−1 1 −5 −1
2 3 22 8
1 0 8 9


Pre tretí st¨pec máme

L(3, 3) =
√

A(3, 3)− L(3, 1)2 − L(3, 2)2 =
√
22− 4− 9 = 3

a

L(3 : 4, 3) =
1

3

[(
22
8

)
− 2

(
2
1

)
− 3

(
3
0

)]
=

(
3
2

)
£iºe 

2 −2 4 2
−1 1 −5 −1
2 3 3 8
1 0 2 9


Nakoniec uº len sta£í spo£íta´

L(4, 4) =
√

A(4, 4)− L(4, 1)2 − L(4, 2)2 − L(4, 3)2 =
√
9− 4− 1 = 2

a máme výsledok 
2 −2 4 2
−1 1 −5 −1
2 3 3 8
1 0 2 2


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teda rozklad

A =


4 −2 4 2
−2 2 −5 −1
4 −5 22 8
2 −1 8 9

 =


2 0 0 0
−1 1 0 0
2 3 3 0
1 0 2 2



2 −1 2 1
0 1 3 0
0 0 3 2
0 0 0 2


V prípade presnej aritmetiky vieme, ºe kladne de�nitná ²tvorcová matica

má Choleského rozklad. Navy²e platí aj opa£né tvrdenie v nasledujúcej forme.
Ak vo vy²²ie uvedenom algoritme sú v²etky odmocniny kladné reálne £ísla,
tak daná matica je kladne de�nitná. Choleského rozklad je preto moºné v
pricípe pouºi´ aj na zistenie, £i daná matica je kladne de�nitná. Z h©adiska
numerickej stability je zaujímavá nerovnos´

aii =
i∑

k=1

l2ik ≥ l2ik

Takºe prvky matice L̄ sú pekne ohrani£ené.

LTLT rozklad

V prípade symetrických inde�nitných matíc sme videli, ºe LDLT rozklad
existova´ nemusí. A aj v prípade, ºe existuje, zlep²enie stability pivotovaním
bez straty symetrie môºeme len výberom pivota z diagonály. Jedna z moº-
ností, ako umoºni´ pivotovanie aj inými prvkami ako diagonálnymi je LTLT

rozklad matice

PAP T = LTLT

kde P je permuta£ná matica, L je dolná trojuholníková s jednotkami na
diagonále a T je trojdiagonálna matica (matica v ktorej sa nenulové prvky
môºu nachádza´ len na diagonále a nad a pod diagonálou).

Pri pouºití LTLT rozkladu na rie²enie systému rovníc Ax = b sa postu-
puje nasledovne

Lz = Pb, Tw = z, LTy = w, x = P Ty.

Uvedieme dva algoritmy na výpo£et tohoto rozkladu. Prvý je zaloºený na
klasickej GEM s pivotovaním.
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Parlettov-Riedov algoritmus

Nech A je matica n × n. Pomocou Gaussových operácií budeme postupne
vytvára´ trojdiagonálnu maticu. V prvom kroku vezmeme £as´ A(2 : n, 1)
prvého st¨pca matice A a nájdeme permuta£nú maticu P̃ takú ºe vektor
ṽ = P̃A(2 : n, 2) bude ma´ na prvom mieste v absolútnej hodnote najvä£²í
prvok z prvkov vektora A(2 : n, 1)

|v(1)| = max
2≤i≤n

{|A(i, 1)|}.

Potom zostrojíme permuta£nú maticu P1 = diag{1, P̃} a maticu M1 = I −
m1e

T
2 , kde m1 je vektor multiplikátorov m1 = (0 v(2)/v(1) v(3)/v(1) · · · ).

Potom vytvoríme klasicky maticu

A(1) = M1P1AP
T
1 M

T
1 =


α1 β1 0 · · ·
β1 α2 v3 · · ·
0 u3 · · · · · ·
0 u4 · · · · · ·
...

...


Tento postup opakujeme pre podmaticu A(2 : n, 2 : n). Po n − 2 krokoch
dostaneme

T = A(n−2) = Mn−2Pn−2 · · ·M1P1AP
T
1 M

T
1 · · ·P T

n−2M
T
n−2

z £oho ©ahko odvodíme h©adaný rozklad

PAP T = LTLT

kde P = Pn−2 · · ·P1 a L = (Mn−2Pn−2 · · ·M1P1P
T )−1. Môºeme si v²imnú´,

ºe matica L má prvý st¨pec e1.

Aasenova metóda

Budeme h©ada´ rozklad (zatia© bez pivotovania)

A = LTLT

kde L je dolná trojuholníková a L(:, 1) = e1 a
β1 α1 · · · · · · 0
α1 β1
... . . . . . . . . .

βn−1

0 βn−1 αn


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Poloºme H = TLT . To je tzv. horná Hessenbergova matica (matica, ktorá
môºe ma´ nenulové prvky najviac jeden krok pod diagonálou). Potom A =
LH a

A(:, j) = LH(:, j) =

j+1∑
k=1

L(:, k)H(k, j) =

j+1∑
k=1

L(:, k)h(k)

pri£om sme ozna£ili vektor h(1 : j + 1) = H(1 : j + 1, j) a j ≤ n− 1. Potom

A(j + 1 : n, j) =

j+1∑
k=1

L(j + 1 : n, k)h(k)

= L(j + 1 : n, j + 1)h(j + 1) +

j∑
k=1

L(j + 1 : n, k)h(k)

= L(j + 1 : n, j + 1)h(j + 1) + L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

teda

h(j + 1)L(j + 1 : n, j + 1) = A(j + 1 : n, j)− L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

Táto rovnica umoº¬uje spo£íta´ j+1-vý st¨pec matice L ak poznáme v²etky
predchádzajúce st¨pce matice L a j-ty st¨pec matice H. Ak ozna£íme

v(j + 1 : n) = A(j + 1 : n, j)− L(j + 1 : n, 1 : j)h(1 : j)

dostaneme v(j + 1) = h(h + 1), lebo L(j + 1, j + 1) = 1. Z toho potom
dostávame

L(j + 2 : n, j + 1) =
v(j + 2 : n)

v(j + 1)

V tomto kroku je z h©adiska stability vhodné, aby v(j+1) bolo £o najvä£²ie,
£o vieme dosiahnu´ vhodnou permutáciou. Z predpisu pre v vidíme, ºe túto
permutáciu je potrebné aplikova´ na A aj na L.

Pozrime sa teraz, ako v j-tom kroku získa´ prvky h(1 : j + 1). Na to
vyuºijeme vz´ah H = TLT .


h(1)
h(2)
...

h(j + 1)

 =



α1 β1

β1 α2 β2

0 β2 α3 β3

βj−2 αj−1 βj−1

βj−1 αj

βj




0
lj2
...

lj j−1

1


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Na za£iatku kroku j poznáme α(1 : j− 1), β(1 : j− 1) a L(:, 1 : j). Poznáme
teda prvých j − 2 riadkov (£asti) matice T . Z toho dostávame vz´ahy pre
h(k), 1 ≤ k ≤ j − 1

h(1) = β1lj2

h(k) = βk−1lj k−1 + αklj k + βklj k+1, 2 ≤ k ≤ j − 1

Hodnotu h(j) získame z A = LH

h(j) = A(j, j)−
j−1∑
k=1

L(j, k)h(k)

následne vieme spo£íta´

αj = h(j)− βj−1lj j−1

βj = h(j + 1) = v(j + 1).

Maticové normy-opakovanie

Ozna£me K pole reálnych £ísel a Km×n vektorový priestor m× n matíc nad
po©om K. Maticová norma je zobrazenie || · || : Km×n → R, ktorá sp¨¬a
nasledovné vlastnosti:

Pre ©ubovo©né α ∈ K a A, B ∈ Km×n,

1. ||αA|| = |α| ||A||

2. ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||

3. ||A|| ≥ 0 a ||A|| = 0 ⇔ A = 0.

4. Pre ²tvorcové matice A, B platí ||AB|| ≤ ||A|| ||B||

Lema. Ozna£me ρ(A) spektrálny polomer (²tvorcovej) matice A, t.j. najvä£-
²ie vlastné £íslo v absolútnej hodnote. Potom

ρ(A) ≤ ||A|| (4)

pre kaºdú maticovú normu.

Dôkaz. Ozna£me B = (v v · · · v) maticu, ktorá má st¨pce rovné vlastnému
vektoru v matice A. Potom AB = λB, kde λ je vlastná hodnota prislúchajúca
vlastnému vektoru v. Z toho

|λ| ||B|| = ||λB|| = ||AB|| ≤ ||A|| ||B||

takºe |λ| ≤ ||A|| pre ©ubovo©nú vlastnú hodnotu λ, teda aj pre maximálnu.
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Príklady maticových noriem

Operátorová norma Ak || · || ozna£uje vektorová norma na Km a na Kn,
pre maticu A ∈ Km×n de�nujeme

||A|| = sup

{
||Ax||
||x||

;x ∈ Kn, x ̸= 0

}
�peciálne pri pouºití p-noriem na Kn aj KM , (1 ≤ p ≤ ∞) dostávame

||A||p = sup
x ̸=0

||Ax||
||x||

= sup
||x||p=1

||Ax||

Dá sa ukáza´

1. ||A||1 je maximum zo sú£tov absolútnych hodnôt prvkov v st¨pcoch
matice A.

2. ||A||∞ je maximum zo sú£tov absolútnych hodnôt prvkov v riadkoch
matice A.

3. ||A||2 =
√

λmax(AA∗)

Frobéniová norma Pre maticu A = (aij) ∈ Km×n

||A||F =

√∑
i,j

|aij|2

Stabilita rie²enia regulárnej sústavy

Za£neme dvoma príkladmi

Príklad 1: Majme systém Ax = b(
1/1000 1 1 + 1/1000

1 1 2

)
Jeho rie²ením je zrejme (1, 1)T . Pokia© trochu pozmeníme pravú stranu, Ax̃ =
b̃ (

1/1000 1 1
1 1 2

)
získame rie²enie (1000/999, 998/999)T .
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Relatívna chyba pravej strany je

|∆b|/|b| = |b− b̃|/|b| ≈ 0.447 · 10−3

a relatívna chyba rie²enia

|∆x|/|x| = |x− x̃|/|x| ≈ 0.1 · 10−2,

takºe pomer relatívnej chyby rie²enia ku relatívnej chybe pravej strany je

|∆x|/|x|
|∆b|/|b|

≈ 2.24

Vidíme, ºe malá relatívna chyba pravej strany sa prejaví malou relatívnou
chybou v rie²ení.

Príklad 2: Majme systém Ax = b(
1 + 1/1000 1 2 + 1/1000

1 1 2

)
Jeho rie²ením je zrejme (1, 1)T . Ak v²ak pozmeníme pravú stranu(

1 + 1/1000 1 2
1 1 2

)
dostaneme ako rie²enie (0, 2)T . Podobnou analýzou ako v predo²lom príklade
dostaneme

|∆b|/|b| = |b− b̃|/|b| ≈ 0.353 · 10−3

|∆x|/|x| = |x− x̃|/|x| = 1

|∆x|/|x|
|∆b|/|b|

≈ 2829.1

takºe relatívna chyba rie²enia je v tomto prípade pri ve©mi malej zmene
pravej strany skoro 3000-násobkom relatívnej chyby pravej strany.

Pripome¬me, ºe dobre podmienený systém rovníc je taký systém rovníc,
v ktorom malá zmena matice koe�cientov a/alebo pravej stany spôsobí len
malú zmenu v rie²ení. Naopak zle podmienený systém rovníc je taký systém
rovníc, v ktorom malá zmena koe�cientov matice a/alebo pravej strany spô-
sobí ve©kú zmenu rie²enia systému. Podmienenos´ systému nám teda hovorí,
nako©ko môºeme veri´ získanému rie²eniu.

Ideu toho, £o sa vlastne deje nám môºe da´ nasledovná úvaha.
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Majme systémy rovníc Ax̄ = b a Ax̃ = b̃, kde b̃ = b+∆b. Potom

x̃ = A−1b̃ = A−1(b+∆b) = A−1b+ A−1∆b = x̄+ A−1∆b.

Takºe ak A−1 bude ma´ ve©ké prvky, tak A−1∆b môºe by´ ve©ké aj pre malé
∆b. V príkladoch vy²²ie máme(

1/1000 1

1 1

)−1

=

(
−1000

999
1000
999

1000
999

− 1
999

)
a (

1 + 1/1000 1

1 1

)−1

=

(
1000 −1000

−1000 1001

)
Pozrime sa teda podrobnej²ie na vz´ah sústavy rie²enia s presnou a po-

zmenenou maticou sústavy resp. pravou stranou. Máme teda systémy

Ax̄ = b (5)
(A+∆A)x̃ = b+∆b (6)

Pri poh©ade na (6) vidíme problém. A je regulárna, ale A+∆A uº regulárna
by´ nemusí. Aby sme mohli pokra£ova´, potrebujeme zabezpe£i´ regularitu
tejto pozmenenej matice. Platia v²ak nasledujúce ekvivalencie

A+∆A je regulárna ⇔ A(I + A−1∆A) je regulárna
⇔ I + A−1∆A je regulárna

To nám umoº¬uje vyuºi´ nasledovné tvrdenie

Veta. Ak ||X|| < 1, tak I −X je regulárna a ||I −X|| ≤ 1
1−||X||

Dôkaz. Pod©a predpokladu je 1 > ||X|| ≥ ρ(X). Potom ale I − X je re-
gulárna, pretoºe X je podobná so svojim Jordanovým kanonickým tvarom
J(X) = PXP−1, ktorý má vlastné hodnoty na diagonále. Potom ale

I −X = I − P−1J(X)P = P−1(I − J(X))P

pri£om P je regulárna a I−J(X) je regulárna, pretoºe je horná trojuholníková
s nenulovými prvkami na diagonále, ke¤ºe ρ(X) < 1.

�alej máme

(I −X)−1(I −X) = I

(I −X)−1 − (I −X)−1X = I

(I −X)−1 = I + (I −X)−1X
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Normovaním poslednej rovnosti dostaneme

||(I −X)−1|| = || = I + (I −X)−1X|| ≤ ||I||+ ||(I −X)−1|| ||X||

a úpravou

||(I −X)−1|| − ||(I −X)−1|| ||X|| ≤ 1

||(I −X)−1|| ≤ 1

1− ||X||

dostávame tvrdenie.

Predpokladajme teda, ºe ||A−1∆A|| ≤ 1. Potom

∆x = x̃− x̄ = (A+∆A)−1(b+∆b)− x̄ = (A+∆A)−1[b+∆b− (A+∆A)x̄]

= (A+∆A)−1(∆b−∆Ax̄) = (I + A−1∆A)−1A−1(∆b−∆Ax̄)

Po aplikácii normy a predo²lého tvrdenia dostaneme

||∆x|| ≤ ||A−1||
1− ||A−1∆A||

(||∆b||+ ||∆A|| ||x̄||)

Ozna£me relatívne chyby

R(A) =
||∆A||
||A||

, R(b) =
||∆b||
||b||

.

Potom

||∆x|| ≤ ||A−1||
1− ||A−1∆A||

(R(b)||b||+R(A)||A|| ||x̄||)

=
||A|| ||A−1||

1− ||A−1∆A||

(
R(b)

||b||
||A||

+R(A)||x̄||
)

Z toho dostávame odhad pre relatívnu chybu rie²enia

R(x̄) =
||∆x||
||x̄||

=
||A|| ||A−1||

1− ||A−1∆A||

(
R(b)

||b||
||A|| ||x̄||

+R(A)

)
≤ ||A|| ||A−1||

1− ||A−1∆A||
(R(b) +R(A))

Ak sprísnime podmienku regularity ||A−1∆A|| ≤ ||A−1|| ||∆A|| < 1, tak

R(x̄) ≤ ||A|| ||A−1||
1− ||A−1|| ||∆A||

(R(b) +R(A)) =
||A|| ||A−1||

1− ||A−1|| ||∆A||
(R(b) +R(A))
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Ozna£me c(A) = ||A|| ||A−1||. Potom

R(x̄) ≤ c(A)

1− c(A)R(A)
(R(b) +R(A))

Dosiahnutý výsledok zhrnieme v nasledujúcej vete

Veta a de�nícia. (Odhad relatívnej chyby rie²enia) Nech A je regu-
lárna matica a nech pre maticu ∆A platí ||A|| ||∆A|| < 1. Potom A + ∆A
je regulárna a pre relatívnu chybu rie²enia sústavy (A + ∆A)x̃ = (b + ∆b)
vzh©adom na sústavu Ax̄ = b platí

R(x) ≤ c(A)

1− c(A)R(A)
(R(b) +R(A))

�íslo c(A) nazývame £íslo podmienenosti matice A.

Poznámka:

� c(A) závisí od pouºitej normy.

� V prípade ve©kého rozdielu v prvkoch A a A−1 bude c(A) ve©ké v ©u-
bovo©nej norme.

� c(A) ≫ 1 implikuje zlú podmienenos´.

Pre relatívnu chybu rie²enia systému lineárnych rovníc Ax = b so ²tvor-
covou regulárnou maticou A sme na²li odhad

R(x) ≤ c(A)

1− c(A)R(A)
(R(b) +R(A)) (7)

Prirodzená otázka samozrejme je, nako©ko je tento odhad dobrý a £i ho nie
je moºné zlep²i´. Nasledujúci príklad ukazuje, ºe odpove¤ na druhú otázku
je nie,

Príklad: Pozrime sa na systém Ax = b s kde

A =

(
1 0.99

0.99 0, 98

)
a b =

(
1.99

1, 97

)
.

Hne¤ vidíme, ºe presné rie²enie je x̄ = (1, 1)T .
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Vezmime teraz systémAx = b+∆b, pri£om∆b = (10−4, 10−4)T . Rie²ením
takto pozmeneného systému je x = (−0.97, 2.99)T . Z toho spo£ítame ∆x =
x− x̄ = (−1.97, 1.99)T a relatívnu chybu rie²enia

R∞(x) =
||∆x||∞
||x||∞

= 1.99

Aby sme mohli pouºi´ nájdený v²eobecný odhad, potrebujeme spo£íta´ £íslo
podmienenosti c(A). Nájdeme preto inverznú maticu k matici A a normy
matíc A a A−1

A−1 =

(
−9800 9900

9900 −10000

)
, ||A||∞ = 1.99, ||A−1||∞ = 19900.

Z toho spo£ítame

c∞(A) = 1.99 · 104

V na²ej situácii máme R(A) = 0 a R∞(b) = 10−4/1.99, takºe dostávame

1.99 = R∞(x) ≤ c(A)R(b) = 1.992 · 104 · 104/1.99 = 1.99

Takºe v tejto situácii sa uvedený odhad dosahuje.

Z uvedeného príkladu vidno, ºe získaný odhad relatívnej chyby rie²enia
nie je moºné vylep²i´. Na druhej strane v²ak nemôºeme poveda´, ºe ve©ké
£íslo podmienenosti automaticky znamená, ºe malé chyby v pravej strany
(alebo matice) sa automaticky prejavia vo ve©kej relatívnej chybe rie²enia,
£o ukazuje nasledujúci príklad.

Príklad: Vezmime systém Ax = b s kde

A =

(
1 0.99

0.99 0, 98

)
a b =

(
1

−1

)
.

Opä´ vezmime ∆b = (10−4, 10−4)T . Potom rie²enie systému Ax = b + ∆b
môºeme nájs´ ako

x = A−1b+ A−1∆b = (−1.97 · 104, 1.99 · 104)T + A−1∆b

Potom A−1b je zrejme presné rie²enie x̄ a A−1∆b = ∆x. Z toho pre relatívnu
chybu rie²enia máme

R∞(x) =
||x||∞
||x̄||∞

=
||A−1∆b||∞

||x̄||∞
≤ ||A−1||∞||∆b||∞

||x̄||∞
=

1.99 · 104

1.99 · 104
||∆b||∞

= ||∆b||∞ =
||∆b||∞
||b||∞

= R∞(b)
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£iºe

R∞(x) ≤ R∞(b)

Takºe v tomto prípade chyba rie²enia nepresiahne chybu pravej strany. Av²ak
odhad chyby z podmienenosti matice dáva

R∞(x) ≤ c∞(A)R∞(b) = 1.99 · 104||b||∞

Z druhého príkladu vidno, ºe napriek zlej podmienenosti matice chyba
rie²enia môºe by´ malá. �íslo podmienenosti teda nehovorí ve©a o presnosti
získaného rie²enia, ale skôr o tom, nako©ko môºeme veri´, ºe získané rie²enie
je blízko presnému rie²eniu. Ve©ké £íslo podmienenosti teda znamená ve©kú
neistotu v presnosti rie²enia.

Ako sme videli, vo©ba pravej strany má vplyv na relatívnu chybu rie²enie
a skuto£ná relatívna chyba rie²enia sa môºe od odhadu (7) výrazne lí²i´.
Prirodzená otázka teda je, ako ve©mi sa skuto£ná relatívna chyba lí²i od
odhadu (7) a ako na ¬u vplýva pravá strana.

Odpove¤ na túto otázku získame pouºitím singulárneho rozkladu. Z roz-
kladu n × n matice A máme A = UΣV T , kde Σ = diag(d1, . . . , dn), d1 ≥
d2 ≥ · · · ≥ dn. Potom AV = ΣU , preto Avi = diui, pre i = 1, . . . , n.

Uvaºujme systémy

Ax = b, Ax = b+∆b. (8)

a) Zvo©me b = u1 a ∆b = εun. Potom rie²enia sústav

UΣV Tx = u1, UΣV Tx = u1 + εun

sú

x = V Σ−1UTu1 = V Σ−1e1 =
1

d1
V e1 =

1

d1
v1

a

x+∆x = V Σ−1UT (u1 + εun) =
1

d1
v1 + εV Σ−1UTun =

1

d1
v1 + ε

1

dn
vn.

Z toho ©ahko získame ∆x a po aplikácii 2-normy dostaneme

∥∆x∥2 = ε
1

dn
∥vn∥2 =

ε

dn

∥x∥2 =
1

d1
,

28



a preto relatívna chyba rie²enia v 2-norme je

R2(x) =
∥∆x∥2
∥x∥2

= ε
d1
dn

= εc2(A).

Ak si uvedomíme, ºe R2(b) =
∥∆b∥2
∥b∥2 = ε, relatívna chyba rie²enia bude

R2(x) = εc2(A) = c2(A)R2(b).

b) Zvo©me teraz b = un a ∆b ©ubovo©né také, aby R(b) = ε < 1. Potom
rie²enia sústav (8) sú

x =
1

dn
vn, x+∆x =

1

dn
vn + V Σ−1UT∆b.

Preto

∥x∥2 =
1

dn
, a ∥∆x∥2 = ∥V Σ−1UT∆b∥2 ≤

1

dn
∥∆b∥2.

Potom pre relatívnu chybu rie²enia platí

R2(x) ≤
1

dn
∥∆b∥2

/
1

dn
= ∥∆b∥2 < 1.

Ak zvolíme ∆b = εu1, tak

R2(x) = ∥εv1
d1

∥2
/

∥vn
dn

∥2 = ε
dn
d1

=
ε

c2(A)
.

Z týchto úvah vidno, ºe relatívna chyba rie²enia môºe by´ za vhodných okol-
ností omnoho men²ia neº chyba pravej strany. Tieto dva prípady sú v sku-
to£nosti hrani£né, teda máme odhady

R2(b)

c2(A)
≤ R2(x) ≤ c2(A)R(b). (9)

�íslo podmienenosti symetrických matíc

Pre 2-normu regulárnej matice A platí

∥A∥2 =
[
ρ(ATA)

] 1
2 ,

kde ρ je spektrálny polomer. Pre symetrickú maticu A potom dostaneme

ρ(ATA) = ρ(A2) = |λ|2max
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t.j. druhú mocninu najvä£²ej vlastnej hodnoty matice A, preto ∥A∥2 = |λ|max.

Podobne sa odvodí aj ∥A−1∥2 =

∣∣∣∣1λ
∣∣∣∣
max

=
1

|λ|min

. �íslo podmienenosti

symetrickej matice A v 2-norma sa teda spo£íta ako

c2(A) =
|λ|max

|λ|min

.

Pre nesymetrické matice a ©ubovo©nú normu platí vºdy odhad

∥A∥ ≥ ρ(A) = |λ|max

a
∥A−1∥ ≥ ρ(A−1) =

1

|λ|min

.

Preto pre £íslo podmienenosti v ©ubovo©nej norme dostávame dolný odhad

c(A) ≥ |λ|max

|λ|min

.

Teda ak podiel absolútnych hodnôt najvä£²ieho a najmen²ieho vlastného £ísla
matice A je ve©ký, matica je zle podmienená.
Poznámka: Ak rie²ime systém Ax = b pouºitím LU -rozkladu, môºe sa sta´,
ºe chyba rie²enia bude vä£²ia neº c(A)R(b), pretoºe matice L a U môºu
ma´ hor²ie £ísla podmienenosti. Preto pri zle podmienených maticiach je
vhodne²ie pouºi´ QR-rozklad.

Hranice rezidua ako kritérium presnosti

Klasický postup pre overenie, £i nájdene rie²enie systému rovníc je naozaj
rie²ením je dosadenie rie²enia do systému (tzv. skú²ka správnosti). �iºe pre
systém Ax = b nájdeme rie²enie x a toto rie²enie sp¨¬a Ax = b. Samozrejme
pri vzniku chyby v rie²ení (napr. zaokrúh©ovaním, alebo inou stratou pres-
nosti) nájdené rie²enie x nebude vyhovova´ danému systému. �o ale vieme
zisti´ je, ako ve©mi sa lí²i hodnota Ax̄ od pravej strany b. Tento rozdiel na-
zveme reziduum a ozna£íme ho r, teda máme

r = b− Ax

Prirodzene vyvstáva otázka, £i reziduum podáva dobrú informáciu o presnosti
rie²enia. Ukazuje sa, ºe nie
Príklad: Uvaºujme systém Ax = b v maticovom tvare(

1 + 1
1000

1 2.001

1 1 2

)
.
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Presné rie²enie tohoto systému je x̄ = (1, 1)T .
Vezmime x(1) = (1.5, 0.5)T a x(2) = (0.99, 0.99)T a spo£ítajme pre ne

rezidua

r(1) = b− Ax(1) =

(
2.001

2

)
−

(
2, 0015

2

)
=

(
−0.0005

0

)

r(2) = b− Ax(2) =

(
2.001

2

)
−

(
1.98099

1, 98

)
=

(
0.02001

0.02

)
.

Potom pre ve©kosti reziduií v 2-norme platí

∥r(1)∥2 < ∥r(2)∥2.

Takºe ak by sme reziduum brali ako kritérium presnosti rie²enia, v tomto
prípade by nám indikovalo, ºe x(2) je menej presné rie²enie neº x(1), napriek
tomu, ºe x(2) je zjavne v 2-norme bliº²ie k presnému rie²eniu neº x(1).

�e reziduum nie je dobré kritérium presnosti môºeme nahliadnu´ aj z
nasledovných úvah. Ak ozna£íme x vypo£ítané rie²enie a x̄ presné rie²enie
systému Ax = b, tak máme

r = b− Ax = Ax̄− Ax = A(x̄− x) = A∆x,

teda ∆x = A−1b a ∆x môºe by´ ve©ké aj pre malé r.
Zo znalosti rezidua môºeme dosta´ nasledovné odhady relatívnej chyby

rie²enia.

R(x) =
∥∆x∥
∥x̄∥

=
∥A−1r∥
∥x̄∥

≤ ∥A−1∥∥r∥
∥x̄∥

=
c(A)

∥A∥
∥r∥
∥x̄∥

≤ c(A)∥r∥
∥Ax̄∥

=
c(A)∥r∥
∥b∥

R(x) =
∥∆x∥
∥x̄∥

=
∥A∥∥∆x∥
∥A∥∥x̄∥

≥ ∥A∆x∥
∥A∥∥x̄∥

=
∥r∥

∥A∥∥A−1b∥
≥ ∥r∥

∥A∥∥A−1∥∥b∥
=

∥r∥
c(A)∥b∥

.

Teda

1

c(A)

∥r∥
∥b∥

≤ R(x) ≤ c(A)
∥r∥
∥b∥

. (10)

Itera£né spresnenie rie²enia

Napriek tomu ºe reziduum nemoºno vºdy dobre vyuºi´ na ur£enie presnosti
rie²enia, je moºné ho výhodne pouºi´ na spresnenie uº nájdeného pribliºného
rie²enia. Idea je nasledovná.
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Predpokladajme, ºe sme na²li pribliºné rie²enie x(1) systému Ax = b.
Potom presné rie²enie x̄ je moºné zapísa´ ako x̄ = x(1) +∆x(1). Potom

b = Ax̄ = Ax(1) + A∆x(1),

a teda

A∆x(1) = b− Ax = r(1), (11)

teda ∆x(1) je rie²ením systému s maticou A a pravou stranou rovnou rezi-
duu r(1). Numerickým rie²ením tohoto systému získame pribliºne hodnotu
∆x̃(1).Potom môºeme poloºi´ x(2) = x(1)+∆x̃(1), pri£om nové reziduum bude
r(2) = b − Ax(2) a celý postup môºeme zopakova´. Celý algoritmus môºeme
zhrnú´ v do nieko©kých krokov.

� Zvo©me x(0) = 0 a r(0) = b.

� Pre k = 1, 2, . . .

a) Vypo£ítame ∆x̃(k) ako rie²enie sústavy Ax = r(k).

b) Vypo£ítame x(k+1) = x(k) +∆x̃(k)

c) Vypo£ítame r(k+1) = b− Ax(k+1).

V tomto algoritme sa dá výhodne vyuºi´ LU rozklad, ke¤ºe v kroku a)
rie²ime pre kaºdé k systém s tou istou maticou A.

Itera£né metódy rie²enia sústavy rovníc

Vy²²ie uvedené metódy (GEM, LU,. . . ) rie²enia lineárnych systémov rovníc
zara¤ujeme medzi priame metódy. To znamená, ºe po kone£nom po£te kro-
kov bez zaokrúh©ovacích chýb dostaneme presné rie²enie. Itera£né metódy sú
zaloºené na vytvorení postupnosti, od ktorej o£akávame, ºe konverguje k h©a-
danému rie²eniu. V kaºdom kroku itera£nej metódy teda vytvoríme nový £len
postupnosti a okrem konvergencie poºadujeme, aby v sa kaºdom kroku chyba
podstatne zmen²ila a aby kaºdý krok nebol príli² drahý v zmysle zloºitosti.

Ako prvé uvedieme metódy zaloºené na my²lienke rozkladu matice

A = Mk −Nk, k=1, 2,. . .

Potom systém Ax = b prepí²eme do tvaru

Mkx = Nkx+ b
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a zvolíme iterácie

Mkx
(k) = Nkx

(k−1) + b.

Potom ak Mk je regulárna, dostaneme

x(k) = M−1
k Nkx

(k−1) +M−1
k b.

Ozna£me Qk = M−1
k Nk a d(k) = M−1

k b. Dostaneme tak postupnos´ systémov

x(k) = Qkx
(k−1) + d(k)

Zrejme ak postupnos´ {xk} konverguje, tak konverguje k rie²eniu systému
Ax = b.

Ak rozklad A = M −N nezávisí od k, hovoríme o stacionárnej metóde a
máme

x(k) = Qx(k−1) + d

Na konvergenciu potrebujeme, aby odchýlka od presného rie²enia sa v
limite blíºila k nule. Spo£ítajme teda

x(k) − x̄ = Qkx
(k−1) + d(k) − (Qkx̄+ d(k)) = Qk(x

(k−1) − x̄) (12)

= QkQk−1(x
(k−2) − x̄) = · · · = Qk · · ·Q1(x

0 − x̄). (13)

Preto postupnos´ {xk} bude pre ©ubovo©né x0 konvergova´ práve vtedy, ke¤

Qk · · ·Q1 → 0

Ak normujeme (13) dostaneme

∥x(k) − x̄∥ ≤ ∥Qk∥ · · · ∥Q1∥∥(x0 − x̄)∥.

Potom ak existuje c < 1 také, ºe ∥Qi∥ ≤ c pre kaºdé i, tak

∥x(k) − x̄∥ ≤ ck∥(x0 − x̄)∥ k→∞−−−→ 0

Tým dostávame posta£ujúcu podmienku konvergencie

∥Qk∥ ≤ c < 1.

Pre prípad stacionárnych metód samozrejme na konvergenciu sta£í

∥Q∥ < 1.
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Av²ak v prípade stacionárnych metód máme dokonca nutnú a posta£ujúcu
podmienku konvergencie

ρ(Q) < 1,

kde ρ(Q) je spektrálny polomer matice Q.

Veta. Postupnos´ x(k) rie²ení systémov x(k) = Qx(k−1) + d konverguje k
rie²eniu Ax = b práve vtedy, ke¤ ρ(Q) < 1.

Dôkaz. Najskôr ukáºeme, ºe pre ©ubovo©né ϵ > 0 a ©ubovo©nú maticu R
existuje operátorová norma || · ||∗ taká, ºe ||R||∗ ≤ ρ(R)+ϵ. Nech J = S−1RS
je Jordanov kanonický tvar matice R. Ozna£me Dϵ = diag(1, ϵ, ϵ2, . . . , ϵn−1).
Potom matica (SDϵ)

−1R(SDϵ) = D−1
ϵ JDϵ je "Jordanova matica" s ϵ nad

diagonálou. De�nujme vektorovú normu ||x||∗ = ||(SDϵ)
−1x||∞. Potom

||R||∗ = max
x ̸=0

||Rx||∗
||x||∗

= max
x̸=0

||(SDϵ)
−1Rx||∞

||(SDϵ)−1x||∞

= max
y ̸=0

||(SDϵ)
−1R(SDϵ)y||∞
||y||∞

= ||(SDϵ)
−1R(SDϵ)||∞

≤ max
i

|λi|+ ϵ = ρ(R) + ϵ.

Teraz dokáºeme vetu. Ak ρ(R) ≥ 1, zvo©me x0 − x vlastný vektor s
vlastnou hodnotou λ takou, ºe |λ| = ρ(R). Potom

(x(m+1) − x) = R(x(m) − x) = · · · = Rm+1(x(0) − x) = λm+1(x(0) − x) (14)

nekonverguje k 0.
Naopak, ak ρ(R) < 1, tak vieme nájs´ ϵ > 0, také, ºe ρ(R)+ ϵ < 1, a teda

aj normu || · ||∗ takú, ºe ||R||∗ < 1, £o zaru£uje konvergenciu. Pri vytváraní
matíc M , N treba bra´ do úvahy

� Matica M musí by´ ©ahko invertovate©ná, prípadne systémy s maticou
M sa musia da´ ©ahko rie²i´.

� Mali by sme vedie´ ©ahko overi´ niektorú z podmienok konvergencie,
napríklad pre stacionárne metódy ρ(M−1N) < 1.

Jacobiho metóda

Jacobiho metódu dostaneme pre rozklad

A = D − (D − A),
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kde D je diagonálna matica obsahujúca diagonálu matice A, pri£om o A
predpokladáme, ºe má nenulovú diagonálu. Získame tak rekurentný vz´ah

x(k) = D−1(D − A)x(k−1) +D−1b = −D−1(A−D)x(k−1) +D−1b

= QJx
(k−1) + d.

Matica QJ má tým pádom tvar

QJ =


0 a12

a11
· · · a1n

a11
a21
a11

0 · · · a1n
a11...

... . . . ...
an1

ann

an2

ann
· · · 0


Pozrime sa teraz na konvergenciu rie²enia pre túto maticu v prípade jed-

noducho spo£ítate©ných noriem. V prípade riadkovej normy máme

∥QJ∥∞ = max
i

∑
j ̸=i

∣∣∣∣aijaii

∣∣∣∣ ,
z £oho okamºite dostaneme, ºe ak |aii| >

∑
j ̸=i |aij| (hovoríme, ºe A má má

po riadkoch prevládajúcu diagonálu), tak ∥Qj∥ < 1.
Ak A má prevládajúcu diagonálu po st¨pcoch, tak analogicky

∥(A−D)D−1∥ < 1.

Ke¤ºe platí

−QJ = D−1(A−D) = D−1[(A−D)D−1]D,

tak
ρ(D−1(A−D)) = ρ((A−D)D−1) ≤ ∥(A−D)D−1∥1 < 1

Zhrnutím uvedených úvah dostávame, ºe ak Amá prevládajúcu diagonálu
(po riadkoch alebo po st¨pcoch) tak Jacobiho metóda konverguje.

Gaussova-Seidlova metóda

Pri rozklade matice A na tvar

A = D + L+ U,
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kde D je diagonálna matica, L je striktne dolná trojuholníková (t.j. dolná
trojuholníková s nulami na diagonále) a U je striktne horná trojuholníková,
vo©bou

M = D + L, N = −U

získame itera£nú rovnicu

x(k) = −(D + L)−1Ux(k−1) + (D + L)−1b.

Ukazuje sa, ºe ako posta£ujúca podmienka konvergencia Gaussovej-Seidlovej
metódy je diagonálna dominancia rovnako dobrá ako v prípade Jacobiho
metódy.

Veta 1. Ak matica A má prevládajúcu diagonálu po riadkoch alebo st¨pcoch,
tak Gaussova-Seidlova metóda konverguje

Dôkaz: Predpokladajme riadkovú diagonálnu dominanciu matice A = (aij).
Ozna£me

c = max
i

∑
j ̸=i

|aij|
|aii|

.

Zrejme c < 1, lebo pod©a predpokladu A má prevládajúcu diagonálu po
riadkoch. Ozna£me

QGS = (D + L)−1U.

Potrebujeme ukáza´, ºe ∥QGS∥∞ < c.
Nech x je vektor s vlastnos´ou ∥x∥∞ = 1. Potom sta£í ukáza´, ºe

∥QGSx∥∞ < c.

Ozna£me y = QGSx = (D + L)−1Ux, £o vieme prepísa´ na tvar (D + L)y =
−Ux, £iºe

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

... . . . 0

an1 an2 · · · ann



y1

y2
...
yn

 =


0 −a12 · · · −a1n

0 0 · · · −a2n
...

... . . . −an−1n

0 0 · · · 0



x1

x2

...
xn


Tento tvar nazna£uje moºnos´ pokra£ova´ indukciou.

V prvom kroku dostávame

|y1| ≤
n∑

j=2

|aij||xj|
|a11|

≤
n∑

j=2

|aij|
|a11|

max
k

|xk| =
n∑

j=2

|aij|
|a11|

∥xk∥∞ =
n∑

j=2

|aij|
|a11|

≤ c.
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Predpokladajme, ºe |yk| ≤ c pre k = 1, . . . , i− 1. Potom

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij||yj|+
n∑

j=i+1

|aij||xj|

)

V prvej sume v zátvorke môºeme pouºi´ induk£ný predpoklad a v druhej
vlastnos´ ∥x∥∞ = 1, z ktorej dostávame |xj| ≤ 1 pre kaºdé j = 1, . . . , n.
Teda máme nerovnos´

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij|c+
n∑

j=i+1

|aij|

)

a ke¤ºe c < 1,

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij|+
n∑

j=i+1

|aij|

)
=
∑
j ̸=i

|aij|
|aii|

≤ c.

Takºe |yi| < c pre kaºdé i = 1, . . . , n a teda aj ∥QGSx∥∞ = ∥y∥∞ =
maxi |yi| < c.

Za predpokladu st¨pcovej dominancie matice A dostaneme podobne ako
pri Jacobiho metóde

ρ((D + L)−1U) = ρ(U(D + L)−1) ≤ ∥U(D + L)−1∥1
= ∥(D + L)−TUT∥∞ = ∥QT

GS∥.

Ke¤ºe st¨pcová dominancia v A znamená riadkovú dominanciu v AT , po-
uºitím £asti dôkazu pre riadkovú dominanciu dostávame ∥QT

GS∥ < cT , kde
cT = maxj

∑
j ̸=i

|aij |
|ajj |

Pre istú triedu matíc v²ak máme konvergenciu zaru£enú vºdy.

Veta 2. Ak A je symetrická kladne de�nitná matica, tak Gaussova-Seidlova
metóda konverguje.

Dôkaz: Pre prípad symetrickej matice dostávame rozklad

A = D + L+ LT ,

kde D je diagonálna matica obsahujúca diagonálne prvky matice A a L a
LT sú zvy²né dolné a horné trojuholníkové £asti matice A −D. Ke¤ºe A je
kladne de�nitná, diagonála maticeD obsahuje len kladné prvky, a teda je tieº
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kladne de�nitná (ak by aii<0, tak eTi Aei = aii < 0, kde ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)
je vektor kanonickej bázy).

Na odhad pre konvergenciu pouºijeme 2-normu, £ím zredukujeme problém
na odhad ve©kosti absolútnych hodnôt vlastných £ísel, ke¤ºe pre symetrickú
maticu A je ∥A∥2 = |λ|max. Najskôr zjednodu²íme maticu QGS = −(D +
L)−1LT .

QGS = −(D + L)−1LT = −D− 1
2 (I +D− 1

2LD− 1
2 )−1D− 1

2LTD− 1
2D

1
2 .

Ozna£me L1 = D− 1
2LD− 1

2 . Potom

QGS = −D− 1
2 (I + L1)

−1LT
1D

1
2 .

Matica −(I + L1)
−1LT

1 je teda podobná s maticou QGS, a tým pádom má
rovnaké vlastné £ísla.

Ak x ozna£uje jednotkový vlastný vektor, t.j. ∥x∥2 =
√
x∗x = 1 a −(I +

L1)
−1LT

1 x = λx (x môºe by´ komplexný vektor a λ komplexná vlastná hod-
nota, ∗ znamená hermitovské zdruºenie), máme

−(I + L1)
−1LT

1 x = λx

−LT
1 x = λ(I + L1)x

a prenásobením posledného vz´ahu z©ava x∗ a úpravou

−x∗LT
1 x = λx∗(I + L1)x = λ(I + x∗L1x).

Ozna£me z = x∗LT
1 x. Potom platí

−z = λ(1 + z̄)

λ = − z

1 + z̄
.

Z toho dostaneme, ºe

|λ|2 = λλ̄ =
z

1 + z̄
· z̄

1 + z
=

|z|2

1 + z + z̄ + |z|2

a navy²e

1 + z + z̄ = 1 + x∗LT
1 x+ x∗L1x = x∗(I + L1 + LT

1 )x

= x∗D− 1
2 (D + L+ LT )D− 1

2

= x∗D− 1
2AD− 1

2x > 0.
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Preto

|λ|2 = |z|2

1 + z + z̄ + |z|2
< 1,

a teda aj ∥Q∥2 = |λ|max < 1.

Poznámka: Ak sa na výpo£et Jacobiho metódou pozrieme po súradniciach
uvidíme, ºe j-ta súradnica rie²enia v xm sa spo£íta ako

x
(m)
j =

1

ajj
(bj −

∑
k ̸=j

ajkx
(m−1)
k ). (15)

To ale znamená, ºe v £ase, ke¤ po£ítame x
(m)
j uº poznáme x

(m)
l pre l < j,

£o sú súradnice zlep²eného rie²enia. Ak tieto nové súradnice pouºijeme vo
výpo£te (15), t.j. rozdelíme sumu v zátvorke na k < j a k > j a v k < j

nahradíme x
(m−1)
k novými súradnicami x(m)

k , dostaneme

x
(m)
j =

1

ajj

(
bj −

∑
k<j

ajkx
(m)
k −

∑
k>j

ajkx
(m−1)
k

)
,

£o nie je ale ni£ iné ako Gaussova-Seidelova metóda.

Ako si moºno v²imnú´ v prípade ºe niektorý prvok diagonály matice A
je nulový, metódy zlyhajú (delenie prvkom aii). Tento problém moºno obís´
výmenou riadkov alebo st¨pcov, av²ak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli v²eobecný prípadAx = b previes´ na symetrickýATAx =
AT b, môºe sa sta´, ºe ATA je zle podmienená (c2(ATA) = c2(A)

2).

Metódy zaloºené na minimalizácii kvadratickej formy

Pri týchto metódach h©adáme rie²enie systému Ax = b nepriamo ako mini-
mum nejakej vhodne de�novanej funkcie F (x). Ako príklady takých funkcií
môºeme uvies´

F1(x) = (b− Ax)T (b− Ax),

alebo ak r = b− Ax je reziduum a x̄ presné rie²enie, tak

F2(x) = (x̄− x)T (x̄− x) = ∆xT∆x = (A−1r)T (A−1r).
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Symetrické, kladne de�nitné matice

Pre prípad systému Ax = b so symetrickou a kladne de�nitnou maticou
systému A môºeme de�nova´ funkciu F ako

F (x) = ∆xTA∆x = (x̄− x)TA(x̄− x).

V¤aka kladnej de�nitnosti máme F (x) ≥ 0 a F (x) = 0 práve vtedy ke¤
x = x̄.

Ke¤ºe

F (x) = (x̄− x)TA(x̄− x) = x̄T Ax̄︸︷︷︸
b

−xT Ax̄︸︷︷︸
b

− x̄TA︸︷︷︸
bT

x+ xTAx

= xTAx− 2bTx+ x̄T b

a x̄T b nezávisí od x, sta£í minimalizova´ funkciu

f(x) = xTAx− 2bTx

Samotný itera£ný krok potom prebieha tak, ºe k uº získanému rie²eniu
pripo£ítame vhodný α ∈ R násobok nejakého vhodne zvoleného vektora v,
£iºe x + αv bude nové zlep²ené odhad rie²enia. To vedie k otázke, ako voli´
α a v.

Najskôr predpokladajme, ºe v sme zvolili. Potom α je zrejme vhodné voli´
tak, aby x+ αv minimalizovalo funkciu f . Po dosadení x− αv dostaneme

g(α) = f(x+ αv) = (x+ αv)TA(x+ αv)− 2bT (x+ αv) =

= α2vTAv + 2α(vTAx− bTv) + xTAx− 2bTx

= α2vTAv + 2αvT (Ax− b) + f(x)

= α2vTAv − 2αvT r + f(x)

£o je kvadratická funkcia premennej α, pri£om vTAv > 0, takºe minimum g
získame pre α sp¨¬ajúce

g′(α) = 2αvTAv − 2vT r = 0,

teda pre

α =
vT r

vTAv

Itera£ný proces teda môºeme zapísa´ ako

x(k) = x(k−1) + αkv
(k) = x(k−1) +

v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
v (16)
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Ostáva uº len ur£i´ vektory v(k). Na zlep²ovanie rie²enia sta£í, aby αk ̸= 0,
£o znamená, ºe

v(k)T r(k−1) ̸= 0.

Vektory v(k) treba teda voli´ tak, aby neboli kolmé na reziduá. Rôznym spô-
sobom vo©by vektorov v(k) potom dostávame rôzne metódy.

Metóda najvä£²ieho spádu

Prirodzená vo©ba vektora v je zrejme smer, v ktorom sa funkcia f(x) mení
najviac. Ke¤ºe ve©kos´ zmeny meriame deriváciou, vektor v h©adáme tak,
aby £íslo

lim
t→∞

f(x+ tv)− f(x)

t

bolo v absolútnej hodnote £o najvä£²ie. Po£ítajme teda:

lim
t→∞

f(x+ tv)− f(x)

t
=

df(x+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

= g′(0) = −2vT r = −2∥v∥2∥r∥2 cosφ.

Pri vo©be v tak, aby ∥v∥2 = 1 je toto £íslo najvä£²ie pre φ = 0 (prípadne
φ = π, ale v tom prípade α bude ma´ len opa£né znamienko). Zvolíme teda
v = r, takºe v iteráciách v(k) = r(k−1) a

x(k) = x(k−1) +
r(k−1)T r(k−1)

r(k−1)TAr(k−1)
r(k−1)

Samotný algoritmus prebieha sa dá zhrnú´ nasledovne

� x = x0

� r(k) = b− Ax(k); αk+1 =
r(k)T r(k)

r(k)TAr(k)
; x(k+1) = x(k) + αk+1r

(k).

Pozrime sa teraz na rýchlos´ konvergencie tejto metódy. Pomerne jedno-
ducho sa dá ukáza´, ºe

F (x(k+1))

F (x(k))
= 1− (r(k)T r(k))2

(r(k)TAr(k))(r(k)TA−1r(k))
. (17)

V predchádzajúcom výraze ozna£me r = r(k) a zapí²me r v báze ortonormál-
nych vlastných vektorov (x1, . . . , xn), kde Axi = λix. Potom r =

∑n
i=1 βixi
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a

(rT r)2 =

[(
n∑

i=1

βix
T
i

)(
n∑

i=1

βixi

)]2
=

(
n∑

i=1

β2
i

)2

,

(rTAr)2 =

[(
n∑

i=1

βix
T
i

)(
n∑

i=1

βiλixi

)]
=

n∑
i=1

β2
i λi,

(rTA−1r)2 =

[(
n∑

i=1

βix
T
i

)(
n∑

i=1

βi
1

λi

xi

)]
=

n∑
i=1

β2
i

λi

.

Po dosadení do (17) máme

F (x(k+1))

F (x(k))
= 1− (

∑n
i=1 β

2
i )

2

(
∑n

i=1 β
2
i λi)

(∑n
i=1

β2
i

λi

) = 1− 1

H
,

kde

H =
(
∑n

i=1 β
2
i λi)

(∑n
i=1

β2
i

λi

)
(
∑n

i=1 β
2
i ) (
∑n

i=1 β
2
i )

a pri ozna£ení s =
∑n

i=1 β
2
i

H =

(
n∑

i=1

β2
i λi

s

)(
n∑

i=1

β2
i

sλi

)
.

Toto £íslo je moºné odhadnú´ pouºitím Kantorovi£ovej nerovnosti

Veta 3. Ak x1, . . . , xn sú kladné reálne £ísla a γ1, . . . , γn ≥ 0, také, ºe∑n
j=1 γi = 1, tak (

n∑
i=1

γixi

)(
n∑

i=1

γix
−1
i

)
≤ (x1 + xn)

2

4x1x2

.

Z toho dostávame odhad

H =

(
n∑

i=1

β2
i λi

s

)(
n∑

i=1

β2
i

sλi

)
≤ (λ1 + λn)

2

4λ1λn

,

a potom

F (x(k+1))

F (x(k))
≤ 1− 4λ1λn

(λ1 + λn)2
=

[
λ1 − λn

λ1 + λn

]
.

42



Dá sa ukáza´, ºe potom

∥∆x(k)∥2 ≤
[
λ1 − λn

λ1 + λn

]k
∥x(0)∥2

√
λ1

λn

.

Takºe pokia© λ1 a λn sú rádovo blízke, metóda konverguje celkom rýchlo.
Pokia© ale λ1 ≫ λn, £iºe pre zle podmienené matice, môºe by´ konvergencia
pomalá.
Poznámky: Rýchlos´ algoritmu moºno zlep²i´

a) r(k+1) = b− Ax(k+1) = b− A(x(k) + αk+1r
k) = (b− Ax(k))− αk+1Ar

(k)

= r(k) − αk+1Ar
(k), pri£om Ar(k) po£ítame uº pri αk+1, £iºe nemusíme

po£íta´ Ax(k+1).

b) x(k+1) = x(k) + ωk+1αk+1x
(k), kde ωk+1 =

αk

αk+1
.

�o si môºeme v²imnú´ je, ºe

r(k)T r(k+1) = r(k)T (r(k) − αk+1Ar
(k)) = r(k)T r(k) − r(k)T

r(k)T r(k)

r(k)TAr(k)
Ar(k)

= r(k)T r(k) − r(k)T r(k)
r(k)TAr(k)

r(k)TAr(k)
= 0.

Takºe r(k)T ⊥ r(k+1).
Niº²ie je animácia a obrázok zobrazujúci tri iterácie prezentovanej metódy

pre systém (
2 1

1 2

)(
x

y

)
=

(
1

1

)

Metóda zdruºených smerov

Predchádzajúcu metódu môºeme v rovine geometrický opísa´ nasledovne.
Vrstevnice kvadratickej funkcie F sú elipsy (lebo A je kladne de�nitná sy-
metrická matica). Bod x(0) v ktorom za£íname algoritmus teda leºí na ne-
jakej elipse e(0). Zostrojíme kolmicu na túto elipsu v bode x(0). To bude
priamka ktorej smerový vektor je vektor rezidua r(0), £o je mimochodom aj
nejaký násobok gradientu f v bode x(0). Táto priamka je doty£nicou neja-
kej ¤al²ej vrstevnice e(1) a bod dotyku je nové pribliºné rie²enie x(1). �al²ie
priblíºenie k rie²eniu dostaneme opakovaním tejto "kon²trukcie"(obr. 2). V
prípade viacrozmerného prípadu je postup podobný. Kon²truujeme kolmice
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Obr. 1: V©avo je animácia postupu výpo£tu metódou najvä£²ieho spádu,
vpravo sú zobrazené rie²enia získané z troch iterácií.

Obr. 2: Metóda najvä£²ieho spádu s vrstevnicami

na vrstevnice podobným spôsobom, a tým kon²truujeme postupne minimá
kvadratickej funkcie v daných smeroch.

�o si môºeme v²imnú´ z vy²²ie uvedenej kon²trukcie je, ºe bod x(2) nie
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je minimálny vzh©adom na smer ur£ený vektorom r(0), pretoºe posunom v
smere r(2), £o je len nejaký násobok vektora r(0) dostaneme x(3), v ktorom
má f men²iu hodnotu ako v predo²lom x(2). Ponúka sa otázka, £i nevieme
vektory v(k) v itera£nom procese (16) voli´ tak, aby sme v danom itera£nom
kroku získali bod minima danej kvadratickej funkcie, ktorý bude minimálny
vzh©adom na v²etky predchádzajúce smery. Po¤me túto my²lienku formali-
zova´.

V k-tom kroku minimalizácie dostávame

x(k) = x(k−1) + αkv
(k).

Ak zvolíme niektorý z predchádzajúcich smerov v(i), i < k, ako nový smer
posunu, tak

x(k+1) = x(k) + αv(i),

pri£om

α =
v(i)T r(k)

v(i)TAv(i)
.

Ak ale predpokladáme, ºe v x(k) je minimum vzh©adom na predchádzajúce
smery, musí by´ α = 0, a teda

0 = v(i)T r(k) = v(i)T (b− Ax(k)) = v(i)T (b− A(x(k−1) + αkv
(k)))

= v(i)T ((b− A(x(k−1))) + αkAv
(k)) = v(i)T (r(k−1) + αkAv

(k))

= v(i)T r(k−1) + v(i)TαkAv
(k) = v(i)TαkAv

(k).

Posledná rovnos´ vyplýva z toho, ºe v(i)T r(k−1), pretoºe sme predpokladali,
ºe x(k) je minimum vzh©adom na predchádzajúce smery. Preto pre nulovos´
α potrebujeme v(i)TAv(k) = 0.

Ke¤ºe A je symetrická, kladne de�nitná, výraz ⟨x, y⟩A = yTAx má v²etky
vlastnosti skalárneho sú£inu. Tým pádom vz´ah v(i)TAv(k) = 0 znamená, ºe
vektory v(i) a v(k) sú A-ortogonálne.

Teraz môºeme zostroji´ algoritmus na rie²enie systému Ax = b s maticou
rozmeru n× n.

� Zvolíme A-ortogonálnu bázu v(1),. . . ,v(n).

� Zvolíme x(0).

� r(0) = b− Ax(0).
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� Pre k = 1, . . . , n spo£ítame

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = b− Ax(k) = b− A(x(k−1) + αkv
(k)) = r(k−1) − αkav

(k)

Po n krokoch dostávame minimum funkcie v n rôznych smeroch, £o zna-
mená, ºe sme získali presné rie²enie.

A-ortogonálnu bázu {v(i)} je moºné získa´ z ©ubovo©nej bázy {u(i)}Gramovou-
Schmidtovou A-ortogonalizáciou.

v(1) = u(1)

v(k+1) = u(k+1) −
k∑

j=1

⟨u(k+1), v(j)⟩A
⟨v(j), v(j)⟩A

vj.

Nevýhodou je ºe na výpo£et v(k+1) potrebujeme ma´ uloºené v²etky vek-
tory v(1),. . . ,v(k), £o podstatne zvy²uje nároky na pamä´. Taktieº samotný
výpo£et bázy má zloºitos´ O(n3), £o nie je rýchlej²ie ako GEM.

Miernou modi�káciou predo²lého postupu získame nasledujúcu metódu.

Metóda zdruºených gradientov

Idea tejto metódy je taká, A-ortogonálnu bázu z predo²lého postupu po£í-
tame priebeºne z reziduí metódy najvä£²ieho spádu.

� Zvolíme x(0), r(0) = b− Ax(0), v(1) = r(0).

� Pre k = 1, . . . , n

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = r(k−1) − αkAv
(k)

v(k+1) = r(k) −
k∑

j=1

⟨r(k), v(j)⟩A
⟨v(j), v(j)⟩A

v(j)

Z predchádzajúcej £asti máme v(i)T r(k) = 0 pre i ≤ k, teda v(i) ⊥ r(k)

pre i ≤ k. Taktieº vektory {v(1), . . . , v(k)} generujú ten istý priestor ako
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{r(1), . . . , r(k−1)}. Z toho dostávame, ºe r(k) ⊥ r(i) pre kaºdé i < k. Potom

⟨r(k), v(j)⟩A = v(j)TAr(k) = r(k)TAv(j) = r(k)T · r
(j−1) − r(j)

αj

= 0

pre j < k. Teda r(k) je A-ortogonálny na v²etky vj okrem posledného. Tým
dostaneme modi�káciu predo²lého algoritmu.

� Zvolíme x(0), r(0) = b− Ax(0), v(1) = r(0).

� Pre k = 1, . . . , n

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
=

r(k−1)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
(alpha)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = r(k−1) − αkAv
(k)

v(k+1) = r(k) −
k∑

j=1

⟨r(k), v(j)⟩A
⟨v(j), v(j)⟩A

v(j) = r(k) +
r(k)T r(k)

r(k−1)T r(k−1)
v(j) (vector)

QR-rozklad

Rie²enie systémov Ax = b pouºitím LU -rozkladu má nevýhodu v tom, ºe
matice L a U z rozkladu môºu ma´ hor²ie £íslo podmienenosti ako samotná
matica A. Preto je £asto lep²ie pouºi´ iný typ rozkladu. Maticu systému
rozloºíme na sú£in ortogonálnej matice Q a stup¬ovitej matice R (v prípade
ºe A je ²tvorcová, tak R je horná trjuholníková). Pre maticu A rozmerum×n
dostávame rozklad

A = QR,

kde Q je ortogonálna matica rozmerum×m a R je stup¬ovitá rozmerum×n.
�o sa týka výpo£tovej zloºitosti h©adania rie²enia systému Ax = QRx =

b, máme
x = R−1QT b,

£o vieme urobi´ v O(n2). Teda celkovú rýchlos´ ur£uje rýchlos´ výpo£tu QR-
rozkladu, ktorý je O(n3). Uvedieme nieko©ko algoritmov na výpo£et QR-
rozkladu matice A.

QR-rozklad pomocou GSO

Nech A je matica rozmeru m× n, pri£om m ≥ n. Potom A a jej QR-rozklad
vieme zapísa´ ako

A = QR =
(
Q1 | Q2

)(R1

O

)
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kde Q1 je m× n matica s ortonormálnymi st¨pcami, R1 je horná trojuholní-
ková matica a O je nulová matica. Potom Q1R1 = A, £o znamená, ºe st¨pce
matice A sú lineárne kombinácie st¨pcov matice Q1. Ak A má st¨pcovú hod-
nos´ n, tak R1 je regulárna a Q1 = AR−1

1 . V tom prípade ale aj st¨pce matice
Q1 sú lineárne kombinácie st¨pcov matice A, £o spolu s predo²lým faktom
implikuje, ºe A a Q1 majú rovnaké st¨pcové priestory. Maticu Q1 teda mô-
ºeme ©ahko získa´ pomocou Gramovej-Schmidtovej ortogonalizácie. Ak i-ty
st¨pec matice A ozna£íme ai a i-ty st¨pec matice Q1 ozna£íme qi,

q1 =
a1
∥a1∥

⇒ a1 = q1∥a1∥

q2 =
a2 − ⟨a2, q1⟩q1
∥a2 − ⟨a2, q1⟩q1∥

⇒ a2 = q2∥z2∥+ q1⟨a2, q1⟩

q3 =
a3 − ⟨a3, q1⟩q1 − ⟨a3, q2⟩q2
∥a3 − ⟨a3, q1⟩q1 − ⟨a3, q2⟩q2∥

⇒ a3 = q3∥z3∥+ q2⟨a3, q2⟩+ q1⟨a3, q1⟩

...

pri£om zi ozna£uje £itate©a vo vyjadrení qi.
Z vyjadrení st¨pcov ai napravo, potom môºeme vysklada´ matice Q1 a

R1.

Q1 =
(
q1 q2 q3 · · · qn

)
, R1 =


∥a1∥ ⟨a2, q1⟩ ⟨a3, q1⟩ · · ·
0 ∥z2| ⟨a3, q2⟩ · · ·
0 0 ∥z3∥ . . .
...

...
... . . .


Modi�kovaná GSO

Zapí²me

A = QR =
(
q1 q2 · · · qn

)

rT1
rT2
...
rTn

 = q1r
T
1 + q2r

T
2 + · · ·+ qnr

T
n ,

kde qi sú st¨pce matice Q a rTi sú riadky matice R.
Potom qT1 A = rT1 takºe pomocou q1 vieme spo£íta´ celý prvý riadok

matice R. Vo v²eobecnosti ak poznáme qi máme qTi A = rTi . �alej máme

A− q1r
T
1 =

(
0 a

(1)
2 . . . a

(1)
n

)
= A(1) = q2r

T
2 + · · ·+ qnr

T
n
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St¨pec a
(1)
2 je druhým st¨pcom matice q2r

T
2 , pretoºe v²etky ostatné matice

qir
T
i majú prvé dva st¨pce nulové. Takºe r22 = ∥a(1)2 ∥, q2 =

a
(1)
2

∥a(1)2 ∥
a

rT2 = qT2 A = qT2 (A
(1) + q1r

T
1 ) = qT2 A

(1).

Následne pokra£ujeme s A(2) = A− q1r
T
1 − q2r

T
2 a celý postup opakujeme.

Zhr¬me celý algoritmus:

� A0 = A,

� Pre k=1,. . . ,n

a) rkk = ∥a(k−1)
k ∥2,

b) qk =
a
(k−1)
k

rkk
,

c) rTk = qTk A
(k−1),

d) A(k) = A(k−1) − qkr
T
k .

Nevýhoda týchto dvoch metód je, ºe nie sú numericky stabilné. Ak po£í-
tame s kone£nou presnos´ou, nemôºeme o£akáva´, ºe získaná matica Q bude
skuto£ne ortogonálna. Preto získanú maticu Q budeme povaºova´ za ortogo-
nálnu, ak ∥I − QTQ∥ < ε, pre dostato£ne malé ε > 0. V prípade, ºe st¨pce
matice A sú skoro lineárne závisle, tak pri po£ítaní s kone£nou presnos´ou
matica Qmôºe by´ ve©mi zle ortogonálna, £o znamená, ºe ∥I−QTQ∥ omnoho
vä£²ie ako zvolené ϵ.

QR-rozklad pomocou matíc odrazu

Matica odrazu (niekedy tieº re�exia) je matica tvaru P = I − 2uuT , kde
∥u∥2 = 1. Pomerne jednoducho sa ukáºe, ºe takáto matica P je ortogonálna
a symetrická.

Pre daný vektor x skúsme nájs´ maticu odrazu P tak, aby

Px =
(
c 0 · · · 0

)
= ce1.

Z de�níce P máme rovnos´

x− 2u(uTx) = ce1,

£o vieme upravi´ na

u =
1

2uTx
(x− ce1).
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Takºe u je lineárnou kombináciou x a e1. Navy²e ∥x∥2 = ∥Px∥2 = |c| takºe
vektor u je násobkom vektora ũ = x± ∥x∥2e1. Potom ale u =

ũ

∥ũ∥2
.

�ahko sa ukáºe, ºe znamienko ± v ũ moºno voli´ ©ubovo©ne (ak ũ ̸= 0).
Poloºme teda ũ = x+ sign(x1)∥x∥2e1. Teda ũ má tvar

ũ =


x1 + sign(x1)∥x∥2

x2

...
xn


Samotný výpo£et QR-rozkladu matice A0 = A prebieha nasledovne:

Vezmeme prvý st¨pec a1 matice A0 a nájdeme maticu odrazu P1 tak, aby
P1a1 = c1e1. Potom P1A0 = A1, kde prvý st¨pec matice A1 je c1e1.

Vo v²eobecnosti ak máme maticu Ai, ktorá má kaºdý j-ty st¨pec, j ≤ i
tvaru cjej, tak maticu Ai+1 získame z Ai vynásobením maticou Pi+1, ktorá
má tvar

Pi+1 =

(
Ii 0

0 P̃

)
,

kde Ii je jednotková matica rozmeru i × i a P̃ je matica odrazu rozmeru
n− i× n− i, úprave príslu²nej £asti i+ 1-st¨pca matice Ai, schématicky

A2 =



∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


P3 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 p33 p34 p35 p36

0 0 p43 p44 p45 p46

0 0 p53 p54 p55 p56

0 0 p63 p64 p65 p66


kde podmatica P̃ = (pij) matice P je matica odrazu pre £as´ st¨pca vyzna£-
ného £ervenou. Potom

P3A2 =



∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗


= A3
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Matica Q je potom sú£inom matíc Pi, i = 1, . . . , n− 1.
V praktickej implementácii netreba po£íta´ matice Pi, pretoºe

P̃i+1Ãi = (I − 2ui+1u
T
i+1)Ãi = Ãi+1 − 2ui+1(u

T
i+1Ãi)

kde Ãi je prislu²ná £as´ matice Ai transformovaná maticou Pi+1 a ui+1 je
príslu²ná £as´ ur£eného st¨pca, ktorá sa nuluje, aº na prvý prvok. Takºe
namiesto matíc Pi si sta£í pamäta´ vektory ui, pri£om d¨ºka kaºdého vektora
ui je n− (i− 1).

QR-rozklad pomocou Givensových matíc rotácií

Pre daný vektor x = (x1, x2)
T vieme nájs´ maticu rotácie R tak, aby Rx =

(u, 0)T . Ke¤ºe R zachováva d¨ºky, prvá súradnica výsledného vektora je u =√
x2
1 + x2

2, takºe (
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)(
x1

x2

)
=

(√
x2
1 + x2

2

0

)

Z toho pomerne jednoducho získame tvar matice R, £iºe hodnoty cosφ a
sinφ

cosφ =
x1√

x2
1 + x2

2

sinφ = − x2√
x2
1 + x2

2

Givensova matica rotácie o uhol θ súradníc i, j je matica tvaru

i j

R(θ, i, j) =

i

j



1

1
. . .

cos θ − sin θ
. . .

sin θ cos θ
. . .

1

1


Pre daný vektor x a súradnice i a j je moºné vy²²ie uvedenou maticou
R(θ, i, j) vynulova´ j tu súradnicu vektora x.
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Postup na získanieQR-rozkladu je potom zrejmý. Danú maticuA rozmeru
m × n upravíme na stup¬ovitý tvar postupným násobením z©ava Givenso-
vými maticami. Za£neme prvým st¨pcom A a postupne z ©ava násobime A
maticami R(1, j), j = 2, . . . ,m. Tým vynulujeme v²etky prvky pod diagoná-
lou. Následne postup zopakujeme pre ¤al²ie st¨pce. Takto získame maticu R
z QR-rozkladu.

Maticu Q by sme získali vynásobením zostrojených matíc R(θ, i, j). Pri
praktickej implementácii môºeme ale postupova´ nasledovne. Pre u²etrenie
pamäte môºeme vyuºi´ upravovanú maticu A, kde na pozíciu prvku, ktorý vy-
nulujeme maticou R(θ, i, j) zapí²eme bu¤ sign(cos θ) sin θ ak | sin θ| < | cos θ|,
alebo sign(sin θ)

cos θ
v opa£nom prípade. Ak ozna£íme uloºenú hodnotu ako p, tak

sin θ a cos θ vieme zrekon²truova´ nasledovne: Ak |p| < 1, tak sin θ = p a
cos θ =

√
1− sin2 θ. V opa£nom prípade cos θ = 1

p
a sin θ =

√
1− cos2 θ.

Tento spôsob zaru£uje numerickú stabilitu výpo£tu, pretoºe zabra¬uje
situácii, ke¤ by sin θ alebo cos θ boli blízko 1 a teda problému pri po£ítaní
1− cos2 θ alebo 1− sin2 θ.

Zloºitos´ QR-rozkladu pouºitím Givensových matíc rotácií je dvojná-
sobná oproti zloºitosti QR-rozkladu pouºitím matíc odrazu.

Problém najmen²ích ²tvorcov

Sústavy Ax = b s maticou A ∈ Mm×n, ktoré majú viac riadkov ako st¨pcov
(m > n) sa nazývajú preur£ené sústavy. Takéto sústavy zvy£ajne nemajú
rie²enie. Môºeme ale miesto presného rie²enia h©ada´ také rie²enie, ktoré
minimalizuje reziduum v nejakej norme,

|r| = ∥b− Ax∥.

Ak uvedená norma je euklidovská, hovoríme o probléme najmen²ích ²tvorcov
(PN�), £iºe h©adáme

min
x∈Rn

∥b− Ax∥2

£o pri prepísaní po súradniciach Ax = (y1, y2, . . . , ym)
T , b = (b1, b2, . . . , bm)

T

znamená h©ada´ x minimalizujúce

(b1 − y1)
2 + (b2 − y2)

2 + · · ·+ (bm − ym)
2

Príklad: Typická aplikácia PN� je h©adanie krivky aproximujúcej nejakú
sadu bodov. Majme m dvojíc £ísel (súradnice bodov) (y1, b1), . . . , (ym, bm) a
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chceme nájs´ kubický polynóm najlep²ie aproximujúci (v nejakom zmysle)
tieto body. �iºe h©adáme koe�cienty x1, . . . , x4 polynómu

p(y) = x1 + x2y + x3y
2 + x3

4

tak, aby tento polynóm minimalizoval reziduum r = (r1, . . . , rm)
T , kde

ri = p(yi)− bi

V maticovom tvare dostávame

r =


r1

r2
...
rm

 =


p(y1)

p(y2)
...

p(ym)

−


b1

b2
...
bm



=


1 y1 y21 y31
1 y2 y22 y32
...

...
...

...
1 ym y2m y3m



x1

x2

x3

x4

−


b1

b2
...
bm

 = Ax− b

Ak r minimalizujeme v 2-norme, dostávame PN�.
Na rie²enie problému najmen²ích ²tvorcov sa ²tandardne vyuºívajú tri

metódy:

� Normálne rovnice,

� QR-rozklad,

� singulárny rozklad.

Normálne rovnice

Ozna£me a1, . . . , an st¨pce matice A. Pri rie²ení PN� h©adáme minimum fun-
kcie

F (x) = ∥b− Ax∥22 = (b− Ax)T (b− Ax) = bT b− bTAx− xTAT b+ xTATAx

= bT b− 2bTAx+ xTATAx.

Na ur£enie stacionárnych bodov potrebujeme deriváciu F ,

∂F

∂xi

= −2bTai + aTi Ax+ xTATai = −2bTai + 2aTi Ax = 2aTi (Ax− b).
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Potom stacionárny bod ur£íme rie²ením sústavy

∂F

∂xi

= 0, i = 1, . . . , n,

ktorej maticový tvar je

2AT (Ax− b) = 0 ⇔ ATAx = AT b

Systém

ATAx = AT b

nazývame sústava normálnych rovníc.
Takto nájdený stacionárny bod je minimum pretoºe matica druhých de-

rivácií F je 2ATA, ktorá je pozitívne semide�nitná.
Ak A má plnú st¨pcovú hodnos´ (h(A)=n), tak ATA je regulárna a jediné

rie²enie je

x = (ATA)−1AT b.

V prípade, ºe A nemá plnú st¨pcovú hodnos´ nájdeme (jednozna£ne ur-
£ené) rie²enie s najmen²ou normou, ktoré je geometricky ortogonálnym prie-
metom bodu O (stred súradnicovej sústavy) do a�nného priestoru rie²ení
normálových rovníc. Toto rie²enie moºno nájs´ pouºitím SVD nasledovne.

Nech h(A) < n. Vezmime singulárny rozklad A = UDV T . Potom

∥b− Ax∥2 = ∥b− UDV Tx∥2 = ∥UT b−DV Tx∥2.

Ozna£me V Tx = y a UT b = f . Potom Ax = b môºeme prepísa´ na sústavu
Dy = f v tvare (

Dr 0

0 0

)(
y1

y2

)
=

(
f1

f2

)
Potom dostávame

∥Dy − f∥22 =

∥∥∥∥∥
(
Dry1

0

)
−

(
f1

f2

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
(
Dry1 − f1

−f2

)∥∥∥∥∥
2

= ∥Dry1 − f1∥22 + ∥f2∥22
a minimum teda získame pre y1 = D−1

r f1 a y2 ©ubovo©né. Rie²enie s najmen-
²ou normou vieme získa´ ako

y =

(
D−1

r f1

0

)
=

(
D−1

r 0

0 0

)(
f1

f2

)
=

(
D−1

r 0

0 0

)
f =

(
D−1

r 0

0 0

)
UT b
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a ke¤ºe x = V y, dostaneme h©adané minimum pre

x = V

(
D−1

r 0

0 0

)
UT b

Ozna£me D+ =

(
D−1

r 0

0 0

)
Matica A+ = V D+U sa nazýva pseudoinverzná

matica k matici A a má nasledovné vlastnosti

� A+ je jediná matica, ktorá sp¨¬a tzv. Moorove-Penroseove podmienky

AXA = A XAX = X (AX)T = AX (XA)T = (XA)

� minA∈Rm,n ∥AX − I∥F je dosiahnuté pre A+

� Ak A je regulárna, tak A+ = A−1.

� Vo v²eobecnosti (AB)+ ̸= B+A+.

� Závislos´ A+ od koe�cientov A nie je spojitá.

� (A+)+ = A, (AT )+ = (A+)T , (αA)+ = 1
α
A+.

PN� pre matice s plnou hodnos´ou

Budeme predpoklada´, ºe m × n matica A, m > n, má hodnos´ h(A) =
n. Vtedy ATA je regulárna matica, takºe môºeme systém ATAx = AT b
rie²i´ ako klasické systémy so symetrickou, kladne de�nitnou maticou (napr.
Choleskeho rozkladom).

Problémom je ºe tento nový systém môºe ma´ hor²ie numerické vlastnosti
ako pôvodný
Príklad: Ak

A =

1 1

0 a

a 0


tak

ATA =

(
1 + a2 1

1 1 + a2

)
. (18)
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ak teda napríklad a = 10−9, tak ATA môºe vyjs´ pri po£ítaní s kone£nou

presnos´ou

(
1 1

1 1

)
, £o je singulárna matica, pri£om pôvodná matica A mala

hodnos´ 2.
Namiesto rie²enia normálnych rovníc môºeme pouºi´ QR-rozklad A =

QR, kde Q má rozmer m × m. My²lienka je podobná ako pri pouºití SVD
na minimalizáciu vy²²ie.

Minimalizujme

F (x) = ∥b− Ax∥22 = ∥b−QRx∥22 = ∥QT b−Rx∥22 = ∥f −Rx∥22,

pri£om sme ozna£ili f = QT b. Potom pre

R =

(
R

0

)
máme

f −Rx =

(
f1

f2

)
−

(
R1x

0

)

takºe minimum F (x) sa zjavne nadobúda pre x = R−1
1 f1, a vtedy F (x) =

∥f2∥22.
Pre matice s neúplnou hodnos´ou budeme potrebova´ nasledujúcu kon-

²trukciu

QR-rozklad s pivotizáciou

Ak matica A nemá plnú st¨pcovú hodnos´, je vhodné QR-rozklad po£íta´ tak,
aby prvky na uhloprie£ke v R boli usporiadané pod©a absolutnej hodnoty.
Tým pádom (numericky) nulové rkk dostaneme aº na konci výpo£tu. Na to
potrebujeme z A vybera´ vºdy ten st¨pec, ktorý má najvä£²iu normu. Celý
postup, môºeme zhrnú´ nasledovne.

Za£neme s maticou A. V nej nájdeme st¨pec s najvä£²ou normou a vy-
meníme tento st¨pec s prvým pomocou permuta£nej matice Π1. Následne
pouºitím vhodnej matice odrazu vynulujeme £as´ pod diagonálou.

A → AΠ1 → P1AΠ1

Matica P1 nemení normu st¨pcov AΠ1, pretoºe P1 je ortogonálna, teda jej
riadky tvoria ortonormálnu bázu a sú£in vektora (so súradnicami vyjad-
renými v nejakej inej ortonormálnej báze) s vektormi ortonormálnej bázy
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(riadky P1) vracia súradnice toho istého vektora vyjadrené v tej ortonormál-
nej báze (riadky P1). Jedná sa teda len o zmenu súradníc z jednej ortonor-
málnej bázy do inej ortonormálnej bázy, a takáto zmena súradníc zachováva
d¨ºky vektorov (t.j. 2-normu vektorov).

Opakovaním vy²²ie uvedeného postupu dostaneme teda postupne

A → AΠ1 → P1AΠ1 → P2P1AΠ1Π2 → · · · → Pl · · ·P2P1AΠ1Π2 · · ·Πl = R.

Ozna£me potom QT = Pl · · ·P2P1, Π = Π1Π2 · · ·Πl. Dostaneme tak QTAΠ =
R, £iºe AΠ = QR, £o je QR rozklad s pivotizáciou.

PN� pre matice s neplnou hodnos´ou

Namiesto QR-rozkladu n×m vezmeme QR-rozklad s pivotizáciou AΠ = QR.
Potom miesto Ax = b rie²ime sústavu QRΠTx = b, pri£om

R =

(
R11 R12

0 0

)
kde R11 má rozmer r×r (R má rozmer n×m). Pomocou jednoduchých úprav
∥Ax− b∥2 dostaneme

∥Ax− b∥22 = ∥RΠTx−QT b∥22

Ozna£me ΠTx =

(
y

z

)
tak ºe má zmysel násobi´ R11 s y a R12 so z a QT b =(

c

d

)
, takºe

∥RΠTx−QT b∥22 =

∥∥∥∥∥
(
R11y +R12z

0

)
−

(
c

d

)∥∥∥∥∥
2

2

= ∥R11y − (c−R12z)∥22 + ∥d∥22.

Teda x pre ktoré je ∥Ax− b∥22 minimálna musí by´

x = Π

(
y

z

)
=

(
R−1

11 (c−R12z)

z

)
Takzvané základné rie²enie dostaneme pre z = 0, vtedy

x = Π

(
R−1

11 c

0

)
,
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ktoré v²ak nemusí ma´ najmen²iu normu. Rie²enie s najmen²ou normou mô-
ºeme nájs´ tak ºe e²te upravíme maticu R pomocou matíc odrazu. Maticu

R =

(
R11 R12

0 0

)
upravíme na tvar

R̃ = RU =

(
R̃11 0

0 0

)
Maticu U získame ako sú£in vhodných matíc odrazu U = P1P2 · · ·Pr, sche-
maticky pre maticu R (prázdne miesta ozna£ujú 0)

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x



·P1−→



x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x



·P2−→



x x x x x x x

x x x x x x

x x

x



·P3−→



x x x x x x x

x x x

x x

x



·P4−→ · · ·

Potom R = R̃UT .

∥Ax− b∥22 = ∥QRΠTx− b∥22 = ∥RΠTx−QT b∥22 = ∥R̃UTΠTx−QT b∥22
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Podobne ako vy²²ie ozna£me

UTΠTx =

(
y

z

)
takºe

∥R̃UTΠTx−QT b∥22 =

∥∥∥∥∥
(
R̃11 0

0 0

)(
y

z

)
−

(
c

d

)∥∥∥∥∥
2

2

= ∥R̃11y − c∥22 + ∥d∥22

Teda ∥Ax − b∥22 sa opä´ minimalizuje vo©bou y = R̃−1
11 c a ©ubovo©ného z.

Vtedy

UTΠTx =

(
R̃−1

11 c

z

)
,

£iºe

x = UΠ

(
R̃−1

11 c

z

)
,

a takéto x má minimálnu normu, pre z = 0.

Problém vlastných hodnôt

Obr. 3: Systém mechanických oscilátorov (J. W. Demmel, Applied numerical
linear algebra, Society for industrial and applied mathematics, 1997)

Skúmajme mechanický systém z obr. 1. Pouºitím Newtonovho pohybo-
vého zákona a Hookovho zákona dostávame systém diferenciálnych rovníc
druhého rádu

miẍi(t) = ki(xi−1(t)− xi(t)) + ki+1(xi+1(t)− xi(t))− biẋi(t)
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Systém n takých rovníc môºeme zapísa´ v maticovom tvare ako

Mẍ(t) = −Bẋ(t)−Kx(t),

kde M = diag(m1, . . . ,mn), B = diag(b1, . . . , bn) a

K =


k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3 −k3
. . . . . . . . .

−kn−1 kn−1 + kn −kn

−kn−1 kn


Tento systém ODR druhého rádu transformujeme na systém ODR prvého
rádu substitúciou

ẏ(t) =

(
ẍ(t)

ẋ(t)

)

Tým dostávame

ẏ(t) =

(
ẍ(t)

ẋ(t)

)
=

(
−M−1Bẋ(t)−M−1Kx(t)

ẋ(t)

)
=

=

(
−M−1B −M−1K

I 0

)(
ẋ(t)

x(t)

)
= Ay(t)

Na vyrie²enie tohoto systému potrebujeme pozna´ za£iato£nú polohu a rých-
los´ závaºí, teda vektor y(0). V teórii oby£ajných diferenciálnych rovníc sa
ukazuje, ºe takýto systém s danými za£iato£nými podmienkami má rie²e-
nie y(t) = eAty(0). Ak A je diagonalizovate©ná, t.j. A = SΛS−1, kde Λ =
diag(λ1, . . . , λn), dostávame

ẏ(t) = SΛS−1y(t) ⇔ S−1ẏ(t) = ΛS−1y(t)

takºe po substitúcii z(t) = S−1y(t) dostávame systém ż = Λz(t), ktorý má
rie²enie z(t) = diag(eλ1t, . . . , eλnt)z(0).

Vidíme, na nájdenie rie²enia takéhoto dynamického systému je dobré po-
zna´ vlastné £ísla matice asociovanej s týmto systémom. O vlastných £íslach
nejakej matice A vieme, ºe sú to rie²enia charakteristického polynómu matice
A, χ(λ) = det(A−λI), preto pre prípad ve©kých matíc nemáme inú moºnos´
ako pouºi´ numerické metódy. Zrejme výpo£et kore¬ov charakteristického
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polynómu nebude ve©mi efektívny, pretoºe by sme potrebovali spo£íta´ de-
terminant matice, £o je £asovo drahá operácia.

Kaºdú ²tvorcovú maticu A je moºné upravi´ na Jordanov kanonický tvar
J(A) = S−1AS, £o je blokovo diagonálna matica, pozostávajúca z blokov,
ktoré majú na diagonále vlastné £ísla matice A a nad diagonálou jednotky.
Mohli by sme sa teda pokúsi´ numericky h©ada´ tento kanonický tvar. Prob-
lémom je v²ak to, ºe zobrazenie A → J(A) nie je spojité.

A =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0


je matica v Jordanovom tvare. Ak zvolíme ©ubovo©né ϵ a nahradíme prvok
na aii = 0 na diagonále prvkom i · ϵ, dostaneme maticu, ktorej Jordanov ka-
nonický tvar bude diag(1 ·ϵ, . . . , n ·ϵ). Takºe pri napríklad pri zaokrúh©ovacej
chybe by sme mohli dosta´ uplne iný výsledok.

Taktieº výpo£et Jordanovej kanonickej formy nemusí by´ stabilný, teda
ak by sme aj spo£ítali S a J pre maticu A, tak nemáme garanciu , ºe S−1(A+
δA)S = J pre nejaké malé δA. Totiº, ak vieme, ºe S−1AS = J , kde S je ve©mi
zle podmienená, a spo£ítali sme S presne a J s nejakou malou chybou δJ ,
||δJ || = O(ϵ)||A||, tak vieme odhadnú´, ako ve©mi máme �opravi´� A, aby J
bolo presné rie²enie, t.j. h©adáme odhad pre δA, s S−1(A+ δA)S = J + δJ .
Po jednoduchej úprave dostávame δA = SδJS−1 a odhad

||δA|| ≤ ||S|| · ||δJ || · ||S−1|| = c(S)O(ϵ)||A||,

takºe ||δA|| môºe by´ ve©ké.
Posledný príklad nazna£uje, ºe bude dobré kontrolova´ podmienenos´ ma-

tice S. Môºeme sa teda skúsi´ obmedzi´ na matice ortogonálne matice S. O
tých vieme, ºe majú £íslo podmienenosti c(S) = 1. Tieto síce nesta£ia na
získanie Jordanovho kanonického tvaru, av²ak máme

Veta 4 (Shurov kanonický tvar). Pre danú maticu A existuje unitárna matica
Q a horná trojuholníková matica T taká, ºe Q∗AQ = T a vlastné hodnoty
matice A sú prvky diagonály matice T .

V tejto vete vo v²eobecnosti predpokladáme, ºe tam uvedené matice sú
komplexné. V prípade, ºeA je reálna matica ale preferujeme kanonickú formu,
ktorá bude obsahova´ len reálne prvky. V takom prípade ale musíme obetova´
"trojuholníkovos´"matice.
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Veta 5 (Reálny Shurov kanonický tvar). Ak A je reálna matica, tak existuje
reálna ortogonálna matica V taká, ºe V TAV = T je blokovo horná trojuhol-
níková matica, s blokmi rozmeru 1×1 alebo 2×2 na diagonále. Bloky rozmeru
1×1 zodpovedajú reálnym vlastným hodnotám matice A a bloky rozmeru 2×2
dvojici komplexne zdruºených komplexných vlastných £ísel matice A.

Algoritmus pre v²eobecný problém vlastných £ísel

Najjednoduch²ia metóda je mocninová metóda. Táto metóda vo v²eobec-
nosti nájde najvä£²ie vlastné £íslo a príslu²ný vlastný vektor. Ideu tejto me-
tódy moºno geometricky opísa´ obrázkom Ak v1 a v2 sú vlastné vektory ma-

tice A prislúchajúce rôznym vlastným hodnotám, a xi je ©ubovo©ný vektor,
ktorý nie je vlastným vektorom, tak vektor Axi sa prikloní k násobku vlast-
ného vektora, ktorý prislúcha k vä£²ej vlastnej hodnote. Príslu²nú vlastnú
hodnotu potom dostaneme normovaním a projekciou. Celý postup sa dá zhr-
nú´ do algoritmu

� Zvo© vektor x0, i = 0

� opakuj

� yi+1 = Axi

� xi+1 = yi+1/||yi+1||2
� λ̃i+1 = xT

i+1Axi+1

� i = i+ 1

� kým nedôjde ku konvergencii.
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Ukáºme, ºe táto metóda naozaj konverguje. Predpokladajme, ºe A je diago-
nalizovate©ná, A = SΛS−1, Λ = diag(λ1, . . . , λn), pri£om |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥
|λn|. Ozna£me si i-ty st¨pec matice S. si je vlastný vektor prislúchajúci λi

a ||si||2 = 1. Potom x0 = S(S−1x0) = S(α1, . . . , αn)
T . Tieº Ai = SΛiS−1.

Potom

Aix0 = (SΛiS−1)S


α1

α2

...
αn

 = S


λi
1α1

λi
2α2

...
λi
nαn

 = α1λ
i
1S


1

α2

α1

(
λ2

λ1

)i
...

αn

α1

(
λn

λ1

)i


a vektor v zátvorkách zrejme konverguje k e1, takºe Aix0 konverguje k ná-
sobku Se1 = s1, £o je vlastný vektor zodpovedajúci vlastnej hodnote λ1.
Takºe λ̃i = xT

i Axi konverguje k sT1As
1 = sT1 λ1s1 = λ1. Problémom tejto me-

tódy je, (zaml£aný) predpoklad α1 ̸= 0. A pomalá konvergencia v prípade,
ºe pomer |λ2|/|λ1| je blízky 1. Napríklad, A je reálna matica ktorej v ab-
solútnej hodnote najvä£²ie vlastné £íslo |λ1| je komplexné, tak |λ1| = |λ2| a
vy²²ie uvedená analýza zlyhá. Extrémny prípad je ortogonálna matica, ktorej
v²etky vlastné hodnoty sú rovné 1.

Uvedené nedostatky v²ak moºno obís´ ke¤ uvedenú metódu aplikujeme
namiesto matice A na maticu (A − σI)−1. �íslo σ nazývame posun. Táto
modi�kácia umoºní konvergenciu k vlastnej hodnote, ktorá je najbliº²ia k
σ. Tejto metóde sa hovorí inverzná mocninová metóda, alebo metóda
inverznej iterácie.

� Zvo© vektor x0, i = 0

� opakuj

� yi+1 = (A− σI)−1xi

� xi+1 = yi+1/||yi+1||2
� λ̃i+1 = xT

i+1Axi+1

� i = i+ 1

� kým nedôjde ku konvergencii.

�al²ie vylep²enie algoritmu umoºní spo£íta´ (p > 1)-invariantný pod-
priestor. Tento spôsob nazveme ortogonálna iterácia

� Zvo© n× p ortogonálnu maticu Z0, i = 0
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� opakuj

� Yi+1 = AZi

� Yi+1 = Zi+1Ri+1 pomocou QR-rozkladu, Zi+1 pribliºne aproximuje
p-invariantný podpriestor.

� i = i+ 1

� kým nedôjde ku konvergencii.

Predpokladajme, ºe |λp| > |λp+1|. Pre p = 1 dostávame klasickú mocninovú
metódu. Ak p > 0, tak máme

span(Zi+1) = span(Yi+1) = span(AZi).

Preto

span(Zi) = span(AiZ0) = span(SΛS−1Z0)

Rozpísaním SΛS−1Z0 máme

SΛS−1Z0 = Sdiag(λi
1, . . . , λ

i
n)S

−1Z0 = λi
pSdiag((λ1/λp)

i, . . . , (λ1/λn)
i)SZ0

Ke¤ºe |λj/λp| ≥ 1, pre j ≤ p a |λj/λp| < 1 pre j > p dostávame

diag((λ1/λp)
i, . . . , (λ1/λn)

i)SZ0 =

(
Xp×p

i

Y
(n−p)×p
i

)

pri£om zjavne Y
(n−p)×p
i konverguje k 0 ako (λp+1/λp)

i a Xp×p
i nekonverguje

k 0.
Ozna£me Sp maticu obsahujúcu prvých p st¨pcov matice S a Ŝp maticu

zvy²ných st¨pcov.
Potom

span(Zi) = span(SΛiS−1Z0) = span(SpXi + ŜpYi)

a ke¤ºe Yi konverguje k 0 tak span(SpXi+ ŜpYi) konverguje ku span(SpXi) =
span(Sp)

Veta 6. Pre danú n× n maticu A, nech p = n a Z0 = I. Ak v²etky vlastné
hodnoty matice A sú v absolútnych hodnotách navzájom rôzne, a v²etky hlavné
podmatice matice S sú regulárne, tak Ai = ZT

i AZi konverguje ku Schurovmu
kanonickému tvaru matice A. Vlastné hodnoty budú v tomto tvare usporia-
dané zostupne pod©a ich absolútnej hodnoty.
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�al²ie mod�kácia umoºnia odstráni´ predpoklad rôznosti absolútnych
hodnôt vlastných £ísel. Dosiahneme to pomocou posunu a invertovania. Naj-
skôr jemne modi�kujeme predo²lý algoritmus. Dostaneme algoritmus QR
iterácie.

� Daná je matica A0, i = 0

� opakuj

� Ai = QiRi, pomocou QR-rozkladu.

� Ai+1 = RiQi.

� i = i+ 1

� kým nedôjde ku konvergencii.

V tomto prípade matice Ai sú presne matice ZT
i ATi z predo²lého algoritmu.

Pridaním posunu získame algoritmus

� Daná je matica A0, i = 0

� opakuj

� zvo© σi blízko vlastnej hodnoty matice Ai.

� Ai − σiI = QiRi, pomocou QR-rozkladu.

� Ai+1 = RiQi + σiI.

� i = i+ 1

� kým nedôjde ku konvergencii.

Potom nie je ´aºké ukáza´, ºe Ai a Ai+1 sú ortogonálne podobné.
Ak σi je vlastná hodnota, tak algoritmus skonverguje po prvej iterácii. Ak

σi nie je vlastná hodnota, tak zastavovacia podmienka je aby A(n, 1 : n− 1)
bola dostato£ne malá.

E²te ostáva vyrie²i´ problém, ako voli´ σi blízko vlastných hodnôt, ke¤
tieto vlastné hodnoty h©adáme. Ako vhodná vo©ba sa ukazuje σi = Ai(n, n),
ktorá umoºní kvadratickú konvergenciu.
Poznámky: �asová zloºitos´ uvedeného algoritmu je O(n4). Dá sa vylep²i´
na O(n3) redukciou matice A na horný Hessenbergov tvar. Problém kom-
plexných vlastných hodnôt je moºné vyrie²i´ dvojitým posunom σi a σ̄i.
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