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Metéda zdruZenych smerov

Predchadzajicu metédu mozeme v rovine geometricky opisat nasledovne.
Vrstevnice kvadratickej funkcie F' su elipsy (lebo A je kladne definitna sy-
metricka matica). Bod z(®) v ktorom za¢iname algoritmus teda lezi na ne-
jakej elipse €. Zostrojime kolmicu na tiato elipsu v bode z(®. To bude
priamka ktorej smerovy vektor je vektor rezidua r(®, ¢o je mimochodom aj
nejaky nasobok gradientu f v bode z(®. Tato priamka je doty¢nicou neja-
kej dalsej vrstevnice e a bod dotyku je nové priblizné riesenie z(1). Dalsie
priblizenie k rieSeniu dostaneme opakovanim tejto "konstrukcie"(obr. 1). V
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Obr. 1: Metoda najvacsieho spadu s vrstevnicami

pripade viacrozmerného pripadu je postup podobny. Konstruujeme kolmice
na vrstevnice podobnym spoésobom, a tym konStruujeme postupne minimé
kvadratickej funkcie v danych smeroch.

Co si mozeme viimnit z vy&sie uvedenej konstrukcie je, ze bod 2 nie
je minimalny vzhladom na smer uréeny vektorom 7, pretoze posunom v
smere r?), ¢o je len nejaky nasobok vektora r(® dostaneme z®), v ktorom
méa f mensiu hodnotu ako v predoslom z(®. Ponika sa otazka, ¢ nevieme
vektory v®) v itera¢nom procese (1) volit tak, aby sme v danom itera¢nom
kroku ziskali bod minima danej kvadratickej funkcie, ktory bude miniméalny



vzhlTadom na v8etky predchadzajice smery. Podme tito myslienku formali-
zovat.
V k-tom kroku minimalizicie dostavame

2™ = g *=D g ®),

Ak zvolime niektory z predchadzajtcich smerov v, i < k, ako novy smer
posunu, tak

25 = ) 4 @)
pricom
p@OT (k)

&= 0T Ay

Ak ale predpokladame, Ze v 2® je minimum vzhladom na predchadzajice
smery, musi byt a = 0, a teda

0 = oWTr® =0T (p — Az®) = DT (h — A(z*Y 4 v
= DT ((b — A(z* 1)) + ap Av™) = vOT (75=D 4 o) ApP)

_OT =1 | O o Ay ) — 0T Ay,

Poslednéa rovnost vyplyva z toho, ze v®Tr=1  pretoze sme predpokladali,
ze ® je minimum vzhladom na predchéadzajtce smery. Preto pre nulovost
o potrebujeme v Ap*) = 0.

Kedze A je symetricka, kladne definitna, vyraz (x,y) 4 = y* Az ma vietky
vlastnosti skalarneho sac¢inu. Tym padom vztah v@TAv*) = 0 znamena, ze
vektory v a v® s A-ortogonalne.

Teraz moézeme zostrojit algoritmus na rieSenie systému Az = b s maticou
rozmeru n X n.

e Zvolime A-ortogonélnu bazu v, .. v,

e Zvolime z(©.
o 710 =p— Az,

e Pre k =1,..., n spocitame
(T (k1)
v(BT Ag(k)
20 = (=D 4 o (B

PR Ar® —p A(x(k—l) + akv(k)) = =D _ qpav®

A =

2



Po n krokoch dostdvame minimum funkcie v n réznych smeroch, ¢o zna-
menad, ze sme ziskali presné riesenie.

A-ortogonalnu bazu {v¥} je mozné ziskat z Tubovolnej bazy {u¥} Gramovou-
Schmidtovou A-ortogonalizaciou.
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Nevyhodou je Ze na vypocet v*+Y) potrebujeme mat ulozené vietky vek-
tory v ... 0¥, &0 podstatne zvysuje naroky na paméif. TaktieZ samotny
vypocet bazy ma zloZitost O(n?), ¢o nie je rychlejsie ako GEM.

Miernou modifikiciou predoslého postupu ziskame nasledujiicu metodu.

Meto6da zdruZenych gradientov

Idea tejto metody je takd, A-ortogonalnu bazu z predoslého postupu poci-
tame priebezne z rezidui metody najvacsieho spadu.

e Zvolime 2, r(O =p — Az (1) = 4O)
e Prek=1,....n

v(k)TT(k_l)

V()T Ay (k)
2™ = 27 4 ol

k .
oD — Z o)

J=1

. —

k)

Z predchadzajucej ¢asti mame v@OTr®) = 0 pre i < k, teda v@ L r®)

pre i < k. Taktiez vektory {v),..., 0™} generuji ten isty priestor ako
{r®, ..., r*=DY Z toho dostéavame, ze r™® L r pre kazdé i < k. Potom
. ‘
(1), 00} 4 = o7 409 — 807 4000 — pir 7D

a;

pre j < k. Teda r*) je A-ortogonalny na vietky v’ okrem posledného. Tym
dostaneme modifikiciu predoslého algoritmu.



o Zvolime (0, 0 =p — Az (1) = 1),
e Prek=1,...,n

(BT (k=1) B (k=T . (k=1)
v®T ApR) (BT Ayk)
2® = =D 4 o0

rk) = k=l _ ) Ay®)

ap = (alpha)

k k i KT ,.(k
kD) — (k) Z {rt )a“(”)ﬁ\vm — k) 4 rO M (vector)

— (1), 00)) 4 )T (h—1) U
]:

Q) R-rozklad

Riesenie systémov Ax = b pouzitim LU-rozkladu méa nevyhodu v tom, ze
matice L a U z rozkladu mozu mat horsie ¢islo podmienenosti ako samotné
matica A. Preto je ¢asto lepSie pouzit iny typ rozkladu. Maticu systému
rozloZime na su¢in ortogonalnej matice @) a stupiiovitej matice R (v pripade
ze A je §tvorcovd, tak R je horné trjuholnikova). Pre maticu A rozmeru mxn
dostavame rozklad

A=QR,

kde @ je ortogonalna matica rozmeru m xm a R je stupiiovita rozmeru m xn.
Co sa tyka vypoctovej zlozitosti hladania rieSenia systému Ar = QRx =
b, mame

r=RQ7p,

¢o vieme urobif v O(n?). Teda celkovi rychlost uréuje rychlost vypoctu QR-
rozkladu, ktory je O(n?®). Uvedieme niekolko algoritmov na vypocet QR-
rozkladu matice A.

@ R-rozklad pomocou GSO

Nech A je matica rozmeru m X n, pricom m > n. Potom A a jej Q) R-rozklad
vieme zapisat ako

A=er=(@ | @) (3)

kde Qi je m x n matica s ortonormalnymi stipcami, R; je horn trojuholni-
kova matica a O je nulova matica. Potom Qi R; = A, ¢o znamen4, 7e stipce
matice A si linearne kombinacie stlpcov matice Q1. Ak A ma stlpcovi hod-
nost n, tak R je regularna a @, = AR;'. V tom pripade ale aj stipce matice



@, st linearne kombinacie stipcov matice A, ¢o spolu s predoslym faktom
implikuje, Ze A a Q; maju rovnaké stlpcové priestory. Maticu @ teda mo-
zeme Tahko ziskat pomocou Gramovej-Schmidtovej ortogonalizacie. Ak i-ty
stlpec matice A oznaéime q; a i-ty stipec matice @Q; oznacime g;,

a
o= = a1 = q1]a1]|
[y ]
Qg — (A2,
- 2 < 2 Q1>Q1 = a9 = q2||22|| + q1<a27q1>

a2 = (a2, )|

a3z — (as,q1)q1 — (a3, q2)q
g = (BTG A0 T ) o)+ e )
HaB - <a3>CI1>Q1 - <G3,92>QQH

pricom z; oznacuje Citatela vo vyjadreni g;.
7 vyjadreni stlpcov a; napravo, potom mozeme vyskladat matice Q) a
R;.

a1l (a2, q1) (as,q1)

0 | 22| (as, q2)
Q1:<Q1 42 g3 - Qn)a Ry = 0 0 [ 23]

Modifikovana GSO

Zapisme
i
A:QR:(CH g2 - Qn) . ZQ1Tf+C]27’2T+'-'+QnTg,

kde ¢; st stipce matice @ a r! st riadky matice R.
Potom ¢] A = rl takZze pomocou ¢; vieme spocitaf cely prvy riadok

matice R. Vo vieobecnosti ak pozname ¢; mame ¢ A = r]. Dalej mame

A—qr] = (O aél) e a,(ll)> =AW = Qra + -+ qurt

Stipec aél) je druhym stipcom matice gor3, pretoze vietky ostatné matice
(1)
) a
girT maji prvé dva stipce nulové. Takze rop = [|a ||, go = H?—I)H a
)

r =6 A =0 AY +qrf) =g AY.



Nésledne pokracujeme s A® = A — ¢rT — gor] a cely postup opakujeme.
Zhrime cely algoritmus:

o A=A,

e Pre k=1,...,n

Lo = [lal™ s,
(k—1)
a
2- qr = k ;
Tkk

3. 1] = gl A=Y,
4. AK) = AG=1) _ qkrg.

Nevyhoda tychto dvoch metod je, Ze nie st numericky stabilné. Ak poci-
tame s konecnou presnostou, nemozeme oc¢akavat, ze ziskana matica () bude
skuto¢ne ortogonalna. Preto ziskani maticu ) budeme povazovat za ortogo-
nalnu, ak || — QT Q| < &, pre dostato¢ne malé € > 0. V pripade, Ze stipce
matice A su skoro linearne zavisle, tak pri pocitani s kone¢nou presnostou
matica (Q moZe byt velmi zle ortogonalna, ¢o znamena, Ze ||/ — QT Q|| omnoho
vicsie ako zvolené e.



