
x(k) = x(k−1) + αkv
(k) = x(k−1) +

v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
v (1)

Metóda zdruºených smerov

Predchádzajúcu metódu môºeme v rovine geometrický opísa´ nasledovne.
Vrstevnice kvadratickej funkcie F sú elipsy (lebo A je kladne de�nitná sy-
metrická matica). Bod x(0) v ktorom za£íname algoritmus teda leºí na ne-
jakej elipse e(0). Zostrojíme kolmicu na túto elipsu v bode x(0). To bude
priamka ktorej smerový vektor je vektor rezidua r(0), £o je mimochodom aj
nejaký násobok gradientu f v bode x(0). Táto priamka je doty£nicou neja-
kej ¤al²ej vrstevnice e(1) a bod dotyku je nové pribliºné rie²enie x(1). �al²ie
priblíºenie k rie²eniu dostaneme opakovaním tejto "kon²trukcie"(obr. 1). V

Obr. 1: Metóda najvä£²ieho spádu s vrstevnicami

prípade viacrozmerného prípadu je postup podobný. Kon²truujeme kolmice
na vrstevnice podobným spôsobom, a tým kon²truujeme postupne minimá
kvadratickej funkcie v daných smeroch.

�o si môºeme v²imnú´ z vy²²ie uvedenej kon²trukcie je, ºe bod x(2) nie
je minimálny vzh©adom na smer ur£ený vektorom r(0), pretoºe posunom v
smere r(2), £o je len nejaký násobok vektora r(0) dostaneme x(3), v ktorom
má f men²iu hodnotu ako v predo²lom x(2). Ponúka sa otázka, £i nevieme
vektory v(k) v itera£nom procese (1) voli´ tak, aby sme v danom itera£nom
kroku získali bod minima danej kvadratickej funkcie, ktorý bude minimálny
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vzh©adom na v²etky predchádzajúce smery. Po¤me túto my²lienku formali-
zova´.

V k-tom kroku minimalizácie dostávame

x(k) = x(k−1) + αkv
(k).

Ak zvolíme niektorý z predchádzajúcich smerov v(i), i < k, ako nový smer
posunu, tak

x(k+1) = x(k) + αv(i),

pri£om

α =
v(i)T r(k)

v(i)TAv(i)
.

Ak ale predpokladáme, ºe v x(k) je minimum vzh©adom na predchádzajúce
smery, musí by´ α = 0, a teda

0 = v(i)T r(k) = v(i)T (b− Ax(k)) = v(i)T (b− A(x(k−1) + αkv
(k)))

= v(i)T ((b− A(x(k−1))) + αkAv
(k)) = v(i)T (r(k−1) + αkAv

(k))

= v(i)T r(k−1) + v(i)TαkAv
(k) = v(i)TαkAv

(k).

Posledná rovnos´ vyplýva z toho, ºe v(i)T r(k−1), pretoºe sme predpokladali,
ºe x(k) je minimum vzh©adom na predchádzajúce smery. Preto pre nulovos´
α potrebujeme v(i)TAv(k) = 0.

Ke¤ºe A je symetrická, kladne de�nitná, výraz 〈x, y〉A = yTAx má v²etky
vlastnosti skalárneho sú£inu. Tým pádom vz´ah v(i)TAv(k) = 0 znamená, ºe
vektory v(i) a v(k) sú A-ortogonálne.

Teraz môºeme zostroji´ algoritmus na rie²enie systému Ax = b s maticou
rozmeru n× n.

� Zvolíme A-ortogonálnu bázu v(1),. . . ,v(n).

� Zvolíme x(0).

� r(0) = b− Ax(0).

� Pre k = 1, . . . , n spo£ítame

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = b− Ax(k) = b− A(x(k−1) + αkv
(k)) = r(k−1) − αkav

(k)
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Po n krokoch dostávame minimum funkcie v n rôznych smeroch, £o zna-
mená, ºe sme získali presné rie²enie.

A-ortogonálnu bázu {v(i)} je moºné získa´ z ©ubovo©nej bázy {u(i)}Gramovou-
Schmidtovou A-ortogonalizáciou.

v(1) = u(1)

v(k+1) = u(k+1) −
k∑

j=1

〈u(k+1), v(j)〉A
〈v(j), v(j)〉A

vj.

Nevýhodou je ºe na výpo£et v(k+1) potrebujeme ma´ uloºené v²etky vek-
tory v(1),. . . ,v(k), £o podstatne zvy²uje nároky na pamä´. Taktieº samotný
výpo£et bázy má zloºitos´ O(n3), £o nie je rýchlej²ie ako GEM.

Miernou modi�káciou predo²lého postupu získame nasledujúcu metódu.

Metóda zdruºených gradientov

Idea tejto metódy je taká, A-ortogonálnu bázu z predo²lého postupu po£í-
tame priebeºne z reziduí metódy najvä£²ieho spádu.

� Zvolíme x(0), r(0) = b− Ax(0), v(1) = r(0).

� Pre k = 1, . . . , n

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = r(k−1) − αkAv
(k)

v(k+1) = r(k) −
k∑

j=1

〈r(k), v(j)〉A
〈v(j), v(j)〉A

v(j)

Z predchádzajúcej £asti máme v(i)T r(k) = 0 pre i ≤ k, teda v(i) ⊥ r(k)

pre i ≤ k. Taktieº vektory {v(1), . . . , v(k)} generujú ten istý priestor ako
{r(1), . . . , r(k−1)}. Z toho dostávame, ºe r(k) ⊥ r(i) pre kaºdé i < k. Potom

〈r(k), v(j)〉A = v(j)TAr(k) = r(k)TAv(j) = r(k)T · r
(j−1) − r(j)

αj

= 0

pre j < k. Teda r(k) je A-ortogonálny na v²etky vj okrem posledného. Tým
dostaneme modi�káciu predo²lého algoritmu.
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� Zvolíme x(0), r(0) = b− Ax(0), v(1) = r(0).

� Pre k = 1, . . . , n

αk =
v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
=
r(k−1)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
(alpha)

x(k) = x(k−1) + αkv
(k)

r(k) = r(k−1) − αkAv
(k)

v(k+1) = r(k) −
k∑

j=1

〈r(k), v(j)〉A
〈v(j), v(j)〉A

v(j) = r(k) +
r(k)T r(k)

r(k−1)T r(k−1)
v(j) (vector)

QR-rozklad

Rie²enie systémov Ax = b pouºitím LU -rozkladu má nevýhodu v tom, ºe
matice L a U z rozkladu môºu ma´ hor²ie £íslo podmienenosti ako samotná
matica A. Preto je £asto lep²ie pouºi´ iný typ rozkladu. Maticu systému
rozloºíme na sú£in ortogonálnej matice Q a stup¬ovitej matice R (v prípade
ºe A je ²tvorcová, tak R je horná trjuholníková). Pre maticu A rozmerum×n
dostávame rozklad

A = QR,

kde Q je ortogonálna matica rozmerum×m a R je stup¬ovitá rozmerum×n.
�o sa týka výpo£tovej zloºitosti h©adania rie²enia systému Ax = QRx =

b, máme
x = R−1QT b,

£o vieme urobi´ v O(n2). Teda celkovú rýchlos´ ur£uje rýchlos´ výpo£tu QR-
rozkladu, ktorý je O(n3). Uvedieme nieko©ko algoritmov na výpo£et QR-
rozkladu matice A.

QR-rozklad pomocou GSO

Nech A je matica rozmeru m× n, pri£om m ≥ n. Potom A a jej QR-rozklad
vieme zapísa´ ako

A = QR =
(
Q1 | Q2

)(R1

O

)
kde Q1 je m× n matica s ortonormálnymi st¨pcami, R1 je horná trojuholní-
ková matica a O je nulová matica. Potom Q1R1 = A, £o znamená, ºe st¨pce
matice A sú lineárne kombinácie st¨pcov matice Q1. Ak A má st¨pcovú hod-
nos´ n, tak R1 je regulárna a Q1 = AR−1

1 . V tom prípade ale aj st¨pce matice
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Q1 sú lineárne kombinácie st¨pcov matice A, £o spolu s predo²lým faktom
implikuje, ºe A a Q1 majú rovnaké st¨pcové priestory. Maticu Q1 teda mô-
ºeme ©ahko získa´ pomocou Gramovej-Schmidtovej ortogonalizácie. Ak i-ty
st¨pec matice A ozna£íme ai a i-ty st¨pec matice Q1 ozna£íme qi,

q1 =
a1
‖a1‖

⇒ a1 = q1‖a1‖

q2 =
a2 − 〈a2, q1〉q1
‖a2 − 〈a2, q1〉‖

⇒ a2 = q2‖z2‖+ q1〈a2, q1〉

q3 =
a3 − 〈a3, q1〉q1 − 〈a3, q2〉q2
‖a3 − 〈a3, q1〉q1 − 〈a3, q2〉q2‖

⇒ a3 = q3‖z3‖+ q2〈a3, q2〉+ q1〈a3, q1〉

...

pri£om zi ozna£uje £itate©a vo vyjadrení qi.
Z vyjadrení st¨pcov ai napravo, potom môºeme vysklada´ matice Q1 a

R1.

Q1 =
(
q1 q2 q3 · · · qn

)
, R1 =


‖a1‖ 〈a2, q1〉 〈a3, q1〉 · · ·
0 ‖z2| 〈a3, q2〉 · · ·
0 0 ‖z3‖ . . .
...

...
... . . .


Modi�kovaná GSO

Zapí²me

A = QR =
(
q1 q2 · · · qn

)

rT1
rT2
...
rTn

 = q1r
T
1 + q2r

T
2 + · · ·+ qnr

T
n ,

kde qi sú st¨pce matice Q a rTi sú riadky matice R.
Potom qT1 A = rT1 takºe pomocou q1 vieme spo£íta´ celý prvý riadok

matice R. Vo v²eobecnosti ak poznáme qi máme qTi A = rTi . �alej máme

A− q1rT1 =
(
0 a

(1)
2 . . . a

(1)
n

)
= A(1) = q2r

T
2 + · · ·+ qnr

T
n

St¨pec a(1)2 je druhým st¨pcom matice q2rT2 , pretoºe v²etky ostatné matice

qir
T
i majú prvé dva st¨pce nulové. Takºe r22 = ‖a(1)2 ‖, q2 =

a
(1)
2

‖a(1)2 ‖
a

rT2 = qT2 A = qT2 (A
(1) + q1r

T
1 ) = qT2 A

(1).
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Následne pokra£ujeme s A(2) = A− q1rT1 − q2rT2 a celý postup opakujeme.
Zhr¬me celý algoritmus:

� A0 = A,

� Pre k=1,. . . ,n

1. rkk = ‖a(k−1)
k ‖2,

2. qk =
a
(k−1)
k

rkk
,

3. rTk = qTkA
(k−1),

4. A(k) = A(k−1) − qkrTk .

Nevýhoda týchto dvoch metód je, ºe nie sú numericky stabilné. Ak po£í-
tame s kone£nou presnos´ou, nemôºeme o£akáva´, ºe získaná matica Q bude
skuto£ne ortogonálna. Preto získanú maticu Q budeme povaºova´ za ortogo-
nálnu, ak ‖I − QTQ‖ < ε, pre dostato£ne malé ε > 0. V prípade, ºe st¨pce
matice A sú skoro lineárne závisle, tak pri po£ítaní s kone£nou presnos´ou
matica Qmôºe by´ ve©mi zle ortogonálna, £o znamená, ºe ‖I−QTQ‖ omnoho
vä£²ie ako zvolené ε.
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