Veta 1. Ak A je symetrickd kladne definitnd matica, tak Gaussova-Seidlova
metoda konverguje.

Doékaz: Pre pripad symetrickej matice dostavame rozklad
A=D+L+L",

kde D je diagonalna matica obsahujica diagonalne prvky matice A a L a
LT st zvysné dolné a horné trojuholnikové ¢asti matice A — D. KedZe A je
kladne definitné, diagonala matice D obsahuje len kladné prvky, a teda je tiez
kladne definitna (ak by a;<0, tak el Ae; = a;; < 0, kde e; = (0,...,1,...,0)
je vektor kanonickej bazy).

Na odhad pre konvergenciu pouzijeme 2-normu, ¢im zredukujeme problém
na odhad velkosti absolutnych hodnot vlastnych ¢isel, kedze pre symetricki
maticu A je ||All2 = |[Mmax- Najskor zjednodusime maticu Qgs = —(D +
L)L,

Qos = —(D+ L) 'L" = —D 3(I+ D 3LD~2)"'D 3 LTD 3 D3,
Oznaéme L, = D=3 LD~3. Potom
Qcs = —D :(I+ L)"'LTDx.

Matica —(I + L;)"'LT je teda podobné s maticou Qgs, a tym padom ma
rovnaké vlastné ¢isla.

Ak z oznacuje jednotkovy vlastny vektor, t.j. [|z]l; = Va*r =1 a —(I +
L) 'LTz = Az (z moze byt komplexny vektor a A komplexné vlastna hod-
nota, * je znamenda hermitovské zdruzenie), méame

—(I+ L) 'LTe =)z
—LTe =M1+ L)z

a prenésobenim posledného vztahu zlava x* a tpravou

—2*LTe =Mo" (I + L)z = I + 2" Lyx).

Oznaéme z = x*LTx. Potom plati

—z=A1+2)
A=
1+2



7 toho dostaneme, 7e
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l+z+z=14+a"LTs+2*Lix =2+ L + LDz
=2*D 3(D+ L+ L")D 2
—2*D2AD 2z > 0.
Preto
2 Els
= <1
Al 1+2z+2z+ |2 ’

a teda aj [|Q|l2 = |A|max < 1.

Poznamka: Ak sa na vypocet Jacobiho metdédou pozrieme po siradniciach
uvidime, Ze j-ta stradnica riesenia v ™ sa spocita ako

m _ 1 (m—1)
zj" = —(b; - > apr" V). (1)
7 k]
To ale znamen4, Ze v ¢ase, ked pocitame xg-m) uZ pozname xl(m) pre | < j,
¢o st suradnice zlepSeného rieSenia. Ak tieto nové stradnice pouzijeme vo
vypocte (1), t.j. rozdelime sumu v zatvorke na k < jak > javk <j

) “1 L .
nahradime x,(cm ) novymi stradnicami x,im), dostaneme
m _ 1 S ™ = 3 gl
.Tj = a— bj — ajkwk — ajkxk y
23 k<j k>j

¢o nie je ale ni¢ iné ako Gaussova-Seidelova metoda. Ako si mozno vSimnit

v pripade Ze niektory prvok diagonaly matice A je nulovy, metody zlyhaja
(delenie prvkom a;;). Tento problém mozno obist vymenou riadkov alebo
stlpcov, aviak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli vieobecny pripad Az = b previest na symetricky AT Az =
ATb, moze sa stat, ze AT A je zle podmienend (co(ATA) = cp(A)?).



Met6dy zalozené na minimalizacii kvadratickej formy

Pri tychto metdédach hfadame rieSenie systému Az = b nepriamo ako mini-
mum nejakej vhodne definovanej funkcie F'(z). Ako priklady takych funkecii
mozeme uviest

Fi(z) = (b— Az)T (b — Az),
alebo ak r = b — Ax je reziduum a T presné rieSenie, tak

Fy(z) = (z — 2)7(Z —2) = AvT Az = (A™'r)T (A7 1r).

Symetrické, kladne definitné matice

Pre pripad systému Ax = b so symetrickou a kladne definitnou maticou
systému A mozeme definovat funkciu F' ako

F(z) = Azt AAx = (7 — )T A(z — 2).

Vdaka kladnej definitnosti mame F(z) > 0 a F(z) = 0 prave vtedy ked
r ==
Kedze
Flz)=(z—2)"A(z —2) = xT&—xT AT —@$ + 2T Az
b b BT
=2l Az — 20T 4+ 77

a 27b nezavisi od z, sta¢i minimalizovat funkciu
flz) = 2" Az — 20"

Samotny itera¢ny krok potom prebieha tak, Zze k uz ziskanému rieSeniu
pripoc¢itame vhodny o € R nasobok nejakého vhodne zvoleného vektora v,
¢ize x + av bude nové zlepsené odhad riesenia. To vedie k otazke, ako volit
aawv.

Najskor predpokladajme, zZe v sme zvolili. Potom « je zrejme vhodné volit
tak, aby x + av minimalizovalo funkciu f. Po dosadeni x — av dostaneme

gla) = f(z +av) = (2 + av)T A(z + av) — 20" (z + av) =
= o*v" Av 4+ 2a(vT Az — bT0) + 2T Ar — 207
= o*v"T Av + 200" (Az — b) + f(z)

= o*vT Av — 200" + f(z)



¢o je kvadraticks funkcia premennej o, pricom v7 Av > 0, takZe minimum g
ziskame pre « splhajuce

d (o) = 200" Av — 20Tr = 0,
teda pre

vl
Oé =
vT Av

Iterac¢ny proces teda mozeme zapisat ako

(K)T,.(k—1)

(% r

(k) — (k—1) k) — p=1) = °
W=z + ap' =z + T A0 (2)

Ostéava uz len uréit vektory v*). Na zlepSovanie riegenia staci, aby ay, # 0,
¢o znamena, ze
U(k)TT(k_l) 7& 0.

Vektory v™®) treba teda volif tak, aby neboli kolmé na rezidua. Roznym spo-
sobom volI'by vektorov v*) potom dostavame rozne metody.

Metbéda najvicsieho spadu

Prirodzena volba vektora v je zrejme smer, v ktorom sa funkcia f(x) meni
najviac. Kedze velkost zmeny meriame derivaciou, vektor v hladame tak,
aby ¢islo

o S+ ) — (@)

t—o0 t

bolo v absolitnej hodnote ¢o najvicsie. Poc¢itajme teda:

fo) — df (x4t
i LEF) = @) @)l gy ot - ol cos .
t—o0 t dt =0

Pri volbe v tak, aby [[v]l2 = 1 je toto ¢islo najvicsie pre ¢ = 0 (pripadne
¢ = m, ale v tom pripade a bude mat len opa¢né znamienko). Zvolime teda
v =r, takze v iteraciach v = r=1 4

(k=) (k=1)

k) — p(b=1) o °
=7 T 0T A0

(%

Samotny algoritmus prebieha sa da zhrnut nasledovne



o 1B = b Az®: qp,, = rOT® 20D — 2 ®) 4o (R,
’ ?”(k)TAT’(k)7 +1
Pozrime sa teraz na rychlost konvergencie tejto metoédy. Pomerne jedno-
ducho sa da ukazat, ze

F(gk+D) (k)T ,.(k)\2
(@) (rr™) ' 3)
F(z®) (BT A ) (T A=17(0))

V predchadzajicom vyraze ozna¢me r = r*) a zapiime r v baze ortonormal-
nych vlastnych vektorov (zi,...,x,), kde Az, = \z. Potom r = " | fx;
a

(TTT)Q = Zﬁﬂ?) (Z @%)] = (Z 53) )
(TTAT>2 = Z ﬁz$?> (Z @)\z%,)] = Z @2)\@',

i=1

(rfA™'r)? = ; Bix (lz; ﬁz/%%)] = ; %

Po dosadeni do (3) méame
(i, 8)° 1

F(pk+1)
F™) L

F(2®) O, B2N) (Z:‘L:l ?\_12) "

kde
() (S )
o, B (o, 57)

a pri oznaceni s =y | 37

(£2)(55)

i=1

Toto ¢islo je mozné odhadnat pouzitim Kantorovi¢ovej nerovnosti

Veta 2. Ak zq,...,x, su kladné redlne cisla a ~vyy,...,v, > 0, také, Ze

Z;'Lzl Yi = 17 tak
- - -1 (‘7:1 + xn)Q
T T < —Q

3



7 toho dostavame odhad
“ B2\ N (A1 + A\n)?
H = i Hi ) L ML)
<zzl S zzl S)‘i - 4/\1/\n ’

a potom

F(z®) = (A4 An)?

F(x(k“)) <1 4)\1/\n . |:)\1 — )\n:|
M+

D4 sa ukazat, ze potom

M+ A\, A,

n

A=\, 1F by
Az ™|, < [ ) n} 12|34/ =

Takze pokial \; a A, st radovo blizke, metdéda konverguje celkom rychlo.
Pokial ale A\; > \,, ¢ize pre zle podmienené matice, moze byt konvergencia
pomala.

Poznamky: Rychlost algoritmu mozno zlepsit

LorHD = b — Az®+) = b — A(e® + aprr¥) = (b — Ax®) — apyy Ar®)
=7r®) — a1 Ar®) | pricom Ar®®) poéitame uz pri oyq, ¢ize nemusime

pocitat Azk+1),

2. 2D = 2®) + w2 ®) kde wiyy = o
Co si mozeme viimnit je, ze
rtr =r r Q1 AT ) =107 T T A
k)T A,.()
0, _ pr, T ATY
rR)T Ap(k)

Takze r®)T | pk+1),
Niz8ie je animécia a obrazok zobrazujici tri iteracie prezentovanej metody

pre systém
2 1\ (z\ (1
1 2)\y) \1
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Obr. 1: VIavo je animécia postupu vypocCtu metdédou najvacsieho spadu,
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vpravo st zobrazené rieSenia ziskanych z troch iteracii.
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