
Veta 1. Ak A je symetrická kladne de�nitná matica, tak Gaussova-Seidlova

metóda konverguje.

Dôkaz: Pre prípad symetrickej matice dostávame rozklad

A = D + L+ LT ,

kde D je diagonálna matica obsahujúca diagonálne prvky matice A a L a
LT sú zvy²né dolné a horné trojuholníkové £asti matice A −D. Ke¤ºe A je
kladne de�nitná, diagonála maticeD obsahuje len kladné prvky, a teda je tieº
kladne de�nitná (ak by aii<0, tak eTi Aei = aii < 0, kde ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)
je vektor kanonickej bázy).

Na odhad pre konvergenciu pouºijeme 2-normu, £ím zredukujeme problém
na odhad ve©kosti absolútnych hodnôt vlastných £ísel, ke¤ºe pre symetrickú
maticu A je ‖A‖2 = |λ|max. Najskôr zjednodu²íme maticu QGS = −(D +
L)−1LT .

QGS = −(D + L)−1LT = −D−
1
2 (I +D−

1
2LD−

1
2 )−1D−

1
2LTD−

1
2D

1
2 .

Ozna£me L1 = D−
1
2LD−

1
2 . Potom

QGS = −D−
1
2 (I + L1)

−1LT1D
1
2 .

Matica −(I + L1)
−1LT1 je teda podobná s maticou QGS, a tým pádom má

rovnaké vlastné £ísla.
Ak x ozna£uje jednotkový vlastný vektor, t.j. ‖x‖2 =

√
x∗x = 1 a −(I +

L1)
−1LT1 x = λx (x môºe by´ komplexný vektor a λ komplexná vlastná hod-

nota, ∗ je znamená hermitovské zdruºenie), máme

−(I + L1)
−1LT1 x = λx

−LT1 x = λ(I + L1)x

a prenásobením posledného vz´ahu z©ava x∗ a úpravou

−x∗LT1 x = λx∗(I + L1)x = λ(I + x∗L1x).

Ozna£me z = x∗LT1 x. Potom platí

−z = λ(1 + z̄)

λ = − z

1 + z̄
.
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Z toho dostaneme, ºe

|λ|2 = λλ̄ =
z

1 + z̄
· z̄

1 + z
=

|z|2

1 + z + z̄ + |z|2

a navy²e

1 + z + z̄ = 1 + x∗LT1 x+ x∗L1x = x∗(I + L1 + LT1 )x

= x∗D−
1
2 (D + L+ LT )D−

1
2

= x∗D−
1
2AD−

1
2x > 0.

Preto

|λ|2 =
|z|2

1 + z + z̄ + |z|2
< 1,

a teda aj ‖Q‖2 = |λ|max < 1.

Poznámka: Ak sa na výpo£et Jacobiho metódou pozrieme po súradniciach
uvidíme, ºe j-ta súradnica rie²enia v xm sa spo£íta ako

x
(m)
j =

1

ajj
(bj −

∑
k 6=j

ajkx
(m−1)
k ). (1)

To ale znamená, ºe v £ase, ke¤ po£ítame x(m)
j uº poznáme x(m)

l pre l < j,
£o sú súradnice zlep²eného rie²enia. Ak tieto nové súradnice pouºijeme vo
výpo£te (1), t.j. rozdelíme sumu v zátvorke na k < j a k > j a v k < j

nahradíme x(m−1)k novými súradnicami x(m)
k , dostaneme

x
(m)
j =

1

ajj

(
bj −

∑
k<j

ajkx
(m)
k −

∑
k>j

ajkx
(m−1)
k

)
,

£o nie je ale ni£ iné ako Gaussova-Seidelova metóda. Ako si moºno v²imnú´

v prípade ºe niektorý prvok diagonály matice A je nulový, metódy zlyhajú
(delenie prvkom aii). Tento problém moºno obís´ výmenou riadkov alebo
st¨pcov, av²ak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli v²eobecný prípadAx = b previes´ na symetrickýATAx =
AT b, môºe sa sta´, ºe ATA je zle podmienená (c2(ATA) = c2(A)2).
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Metódy zaloºené na minimalizácii kvadratickej formy

Pri týchto metódach h©adáme rie²enie systému Ax = b nepriamo ako mini-
mum nejakej vhodne de�novanej funkcie F (x). Ako príklady takých funkcií
môºeme uvies´

F1(x) = (b− Ax)T (b− Ax),

alebo ak r = b− Ax je reziduum a x̄ presné rie²enie, tak

F2(x) = (x̄− x)T (x̄− x) = ∆xT∆x = (A−1r)T (A−1r).

Symetrické, kladne de�nitné matice

Pre prípad systému Ax = b so symetrickou a kladne de�nitnou maticou
systému A môºeme de�nova´ funkciu F ako

F (x) = ∆xTA∆x = (x̄− x)TA(x̄− x).

V¤aka kladnej de�nitnosti máme F (x) ≥ 0 a F (x) = 0 práve vtedy ke¤
x = x̄.

Ke¤ºe

F (x) = (x̄− x)TA(x̄− x) = x̄T Ax̄︸︷︷︸
b

−xT Ax̄︸︷︷︸
b

− x̄TA︸︷︷︸
bT

x+ xTAx

= xTAx− 2bTx+ x̄T b

a x̄T b nezávisí od x, sta£í minimalizova´ funkciu

f(x) = xTAx− 2bTx

Samotný itera£ný krok potom prebieha tak, ºe k uº získanému rie²eniu
pripo£ítame vhodný α ∈ R násobok nejakého vhodne zvoleného vektora v,
£iºe x + αv bude nové zlep²ené odhad rie²enia. To vedie k otázke, ako voli´
α a v.

Najskôr predpokladajme, ºe v sme zvolili. Potom α je zrejme vhodné voli´
tak, aby x+ αv minimalizovalo funkciu f . Po dosadení x− αv dostaneme

g(α) = f(x+ αv) = (x+ αv)TA(x+ αv)− 2bT (x+ αv) =

= α2vTAv + 2α(vTAx− bTv) + xTAx− 2bTx

= α2vTAv + 2αvT (Ax− b) + f(x)

= α2vTAv − 2αvT r + f(x)
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£o je kvadratická funkcia premennej α, pri£om vTAv > 0, takºe minimum g
získame pre α sp¨¬ajúce

g′(α) = 2αvTAv − 2vT r = 0,

teda pre

α =
vT r

vTAv

Itera£ný proces teda môºeme zapísa´ ako

x(k) = x(k−1) + αkv
(k) = x(k−1) +

v(k)T r(k−1)

v(k)TAv(k)
v (2)

Ostáva uº len ur£i´ vektory v(k). Na zlep²ovanie rie²enia sta£í, aby αk 6= 0,
£o znamená, ºe

v(k)T r(k−1) 6= 0.

Vektory v(k) treba teda voli´ tak, aby neboli kolmé na reziduá. Rôznym spô-
sobom vo©by vektorov v(k) potom dostávame rôzne metódy.

Metóda najvä£²ieho spádu

Prirodzená vo©ba vektora v je zrejme smer, v ktorom sa funkcia f(x) mení
najviac. Ke¤ºe ve©kos´ zmeny meriame deriváciou, vektor v h©adáme tak,
aby £íslo

lim
t→∞

f(x+ tv)− f(x)

t

bolo v absolútnej hodnote £o najvä£²ie. Po£ítajme teda:

lim
t→∞

f(x+ tv)− f(x)

t
=
df(x+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

= g′(0) = −2vT r = −2‖v‖2‖r‖2 cosϕ.

Pri vo©be v tak, aby ‖v‖2 = 1 je toto £íslo najvä£²ie pre ϕ = 0 (prípadne
ϕ = π, ale v tom prípade α bude ma´ len opa£né znamienko). Zvolíme teda
v = r, takºe v iteráciách v(k) = r(k−1) a

x(k) = x(k−1) +
r(k−1)T r(k−1)

r(k−1)TAr(k−1)
v

Samotný algoritmus prebieha sa dá zhrnú´ nasledovne

� x = x0
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� r(k) = b− Ax(k); αk+1 =
r(k)T r(k)

r(k)TAr(k)
; x(k+1) = x(k) + αk+1r

(k).

Pozrime sa teraz na rýchlos´ konvergencie tejto metódy. Pomerne jedno-
ducho sa dá ukáza´, ºe

F (x(k+1))

F (x(k))
= 1− (r(k)T r(k))2

(r(k)TAr(k))(r(k)TA−1r(k))
. (3)

V predchádzajúcom výraze ozna£me r = r(k) a zapí²me r v báze ortonormál-
nych vlastných vektorov (x1, . . . , xn), kde Axi = λix. Potom r =

∑n
i=1 βixi

a

(rT r)2 =

[(
n∑
i=1

βix
T
i

)(
n∑
i=1

βixi

)]2
=

(
n∑
i=1

β2
i

)2

,

(rTAr)2 =

[(
n∑
i=1

βix
T
i

)(
n∑
i=1

βiλixi

)]
=

n∑
i=1

β2
i λi,

(rTA−1r)2 =

[(
n∑
i=1

βix
T
i

)(
n∑
i=1

βi
1

λi
xi

)]
=

n∑
i=1

β2
i

λi
.

Po dosadení do (3) máme

F (x(k+1))

F (x(k))
= 1− (

∑n
i=1 β

2
i )

2

(
∑n

i=1 β
2
i λi)

(∑n
i=1

β2
i

λi

) = 1− 1

H
,

kde

H =
(
∑n

i=1 β
2
i λi)

(∑n
i=1

β2
i

λi

)
(
∑n

i=1 β
2
i ) (
∑n

i=1 β
2
i )

a pri ozna£ení s =
∑n

i=1 β
2
i

H =

(
n∑
i=1

β2
i λi
s

)(
n∑
i=1

β2
i

sλi

)
.

Toto £íslo je moºné odhadnú´ pouºitím Kantorovi£ovej nerovnosti

Veta 2. Ak x1, . . . , xn sú kladné reálne £ísla a γ1, . . . , γn ≥ 0, také, ºe∑n
j=1 γi = 1, tak (

n∑
i=1

γixi

)(
n∑
i=1

γix
−1
i

)
≤ (x1 + xn)2

4x1x2
.
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Z toho dostávame odhad

H =

(
n∑
i=1

β2
i λi
s

)(
n∑
i=1

β2
i

sλi

)
≤ (λ1 + λn)2

4λ1λn
,

a potom

F (x(k+1))

F (x(k))
≤ 1− 4λ1λn

(λ1 + λn)2
=

[
λ1 − λn
λ1 + λn

]
.

Dá sa ukáza´, ºe potom

‖∆x(k)‖2 ≤
[
λ1 − λn
λ1 + λn

]k
‖x(0)‖2

√
λ1
λn
.

Takºe pokia© λ1 a λn sú rádovo blízke, metóda konverguje celkom rýchlo.
Pokia© ale λ1 � λn, £iºe pre zle podmienené matice, môºe by´ konvergencia
pomalá.
Poznámky: Rýchlos´ algoritmu moºno zlep²i´

1. r(k+1) = b− Ax(k+1) = b− A(x(k) + αk+1r
k) = (b− Ax(k))− αk+1Ar

(k)

= r(k) − αk+1Ar
(k), pri£om Ar(k) po£ítame uº pri αk+1, £iºe nemusíme

po£íta´ Ax(k+1).

2. x(k+1) = x(k) + ωk+1αk+1x
(k), kde ωk+1 = αk

αk+1
.

�o si môºeme v²imnú´ je, ºe

r(k)T r(k+1) = r(k)T (r(k) − αk+1Ar
(k)) = r(k)T r(k) − r(k)T r(k)T r(k)

r(k)TAr(k)
Ar(k)

= r(k)T r(k) − r(k)T r(k) r
(k)TAr(k)

r(k)TAr(k)
= 0.

Takºe r(k)T ⊥ r(k+1).
Niº²ie je animácia a obrázok zobrazujúci tri iterácie prezentovanej metódy

pre systém (
2 1
1 2

)(
x
y

)
=

(
1
1

)
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Obr. 1: V©avo je animácia postupu výpo£tu metódou najvä£²ieho spádu,
vpravo sú zobrazené rie²enia získaných z troch iterácií.
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