
Itera£né metódy rie²enia sústavy rovníc

Vy²²ie uvedené metódy (GEM, LU,. . . ) rie²enia lineárnych systémov rovníc
zara¤ujeme medzi priame metódy. To znamená, ºe po kone£nom po£te kro-
kov bez zaokrúh©ovacích chýb dostaneme presné rie²enie. Itera£né metódy sú
zaloºené na vytvorení postupnosti, od ktorej o£akávame, ºe konverguje k h©a-
danému rie²eniu. V kaºdom kroku itera£nej metódy teda vytvoríme nový £len
postupnosti a okrem konvergencie poºadujeme, aby v sa kaºdom kroku chyba
podstatne zmen²ila a aby kaºdý krok nebol príli² drahý v zmysle zloºitosti.

Ako prvé uvedieme metódy zaloºené na my²lienke rozkladu matice

A = Mk −Nk, k=1, 2,. . .

Potom systém Ax = b prepí²eme do tvaru

Mkx = Nkx+ b

a zvolíme iterácie

Mkx
(k) = Nkx

(k−1) + b.

Potom ak Mk je regulárna, dostaneme

x(k) = M−1
k Nkx

(k−1) +M−1
k b.

Ozna£me Qk = M−1
k Nk a d(k) = M−1

k b. Dostaneme tak postupnos´ systémov

x(k) = Qkx
(k−1) + d(k)

Zrejme ak postupnos´ {xk} konverguje, tak konverguje k rie²eniu systému
Ax = b.

Ak rozklad A = M −N nezávisí od k, hovoríme o stacionárnej metóde a
máme

x(k) = Qx(k−1) + d

Na konvergenciu potrebujeme, aby odchýlka od presného rie²enia sa v
limite blíºila k nule. Spo£ítajme teda

x(k) − x̄ = Qkx
(k−1) + d(k) − (Qkx̄+ d(k)) = Qk(x

(k−1) − x̄) (1)

= QkQk−1(x
(k−1) − x̄) = · · · = Qk · · ·Q1(x

0 − x̄). (2)

Preto postupnos´ {xk} bude pre ©ubovo©né x0 konvergova´ práve vtedy, ke¤

Qk · · ·Q1 → 0
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Ak normujeme (2) dostaneme

‖x(k) − x̄‖ ≤ ‖Qk‖ · · · ‖Q1‖‖(x0 − x̄)‖.

Potom ak existuje c < 1 také, ºe ‖Qi‖ ≤ c pre kaºdé i, tak

‖x(k) − x̄‖ ≤ ck‖(x0 − x̄)‖ k→∞−−−→ 0

Tým dostávame posta£ujúcu podmienku konvergencie

‖Qk‖ ≤ c < 1.

Pre prípad stacionárnych metód samozrejme na konvergenciu sta£í

‖Q‖ < 1.

Av²ak v prípade stacionárnych metód máme dokonca nutnú a posta£ujúcu
podmienku konvergencie

ρ(Q) < 1,

kde ρ(Q) je spektrálny polomer matice Q.

Veta. Postupnos´ x(k) rie²ení systémov xk(k) = Qx(k−1) + d konverguje k
rie²eniu Ax = b práve vtedy, ke¤ ρ(Q) < 1.

Dôkaz. Najskôr ukáºeme, ºe pre ©ubovo©né ε > 0 a ©ubovo©nú maticu R exis-
tuje operátorová norma || · ||∗ taká, ºe ||R||∗ < ρ(R) + ε. Nech J = S−1RS
je Jordanov kanonický tvar matice R. Ozna£me Dε = diag(1, ε, ε2, . . . , εn−1).
Potom matica (SDε)

−1R(SDε) = D−1ε JDε je "Jordanova matica"s ε na dia-
gonále. De�nujme vektorovú normu ||x||∗ = ||(SDε)

−1x||∞. Potom

||R||∗ = max
x 6=0

||Rx||∗
||x||∗

= max
x6=0

||(SDε)
−1Rx||∞

||(SDε)−1x||∞

= max
y 6=0

||(SDε)
−1R(SDε)y||∞
||y||∞

= ||(SDε)
−1R(SDε)||∞

= max
i
|λi|+ ε = ρ(R) + ε.

Teraz dokáºeme vetu. Ak ρ(R) ≥ 1, zvo©me x0 − x vlastný vektor s
vlastnou hodnotou λ takou, ºe |λ| = ρ(R). Potom

(x(m+1) − x) = R(x(m) − x) = · · · = Rm+1(x(0) − x) = λm+1(x(0) − x) (3)

nekonverguje k 0.
Naopak, ak ρ(R) < 1, tak vieme nájs´ ε > 0, také, ºe ρ(R)+ ε < 1, a teda

aj normu || · ||∗ takú, ºe ||R||∗ < 1, £o zaru£uje konvergenciu. Pri vytváraní
matíc M , N treba bra´ do úvahy
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� Matica M musí by´ ©ahko invertovate©ná, prípadne systémy s maticou
M sa musia da´ ©ahko rie²i´.

� Mali by sme vedie´ ©ahko overi´ niektorú z podmienok konvergencie,
napríklad pre stacionárne metódy ρ(M−1N) < 1.

Jacobiho metóda

Jacobiho metódu dostaneme pre rozklad

A = D − (D − A),

kde D je diagonálna matica obsahujúca diagonálu matice A, pri£om o A
predpokladáme, ºe má nenulovú diagonálu. Získame tak rekurentný vz´ah

x(k) = D−1(D − A)x(k−1) +D−1b = −D−1(A−D)x(k−1) +D−1b

= QJx
(k−1) + d.

Matica QJ má tým pádom tvar

QJ =


0 a12

a11
· · · a1n

a11
a21
a11

0 · · · a1n
a11

...
...

. . .
...

an1

ann

an2

ann
· · · 0


Pozrime sa teraz na konvergenciu rie²enia pre túto maticu v prípade jed-

noducho spo£ítate©ných noriem. V prípade riadkovej normy máme

‖QJ‖∞ = max
i

∑
j 6=i

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ ,

z £oho okamºite dostaneme, ºe ak |aii| >
∑

j 6=i |aij| (hovoríme, ºe A má má
po riadkoch prevládajúcu diagonálu), tak ‖Qj‖ < 1.

Ak A má prevládajúcu diagonálu po st¨pcoch, tak analogicky

‖(A−D)D−1‖ < 1.

Ke¤ºe platí

−QJ = D−1(A−D) = D−1[(A−D)D−1]D,

tak
ρ(D−1(A−D)) = ρ((A−D)D−1) ≤ ‖(A−D)D−1‖1 < 1

Zhrnutím uvedených úvah dostávame, ºe ak Amá prevládajúcu diagonálu
(po riadkoch alebo po st¨pcoch) tak Jacobiho metóda konverguje.
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Gaussova-Seidlova metóda

Pri rozklade matice A na tvar

A = D + L+ U,

kde D je diagonálna matica, L je striktne dolná trojuholníková (t.j. dolná
trojuholníková s nulami na diagonále) a U je striktne horná trojuholníková,
vo©bou

M = D + L, N = −U

získame itera£nú rovnicu

x(k) = −(D + L)−1Ux(k−1) + (D + L)−1b.

Ukazuje sa, ºe ako posta£ujúca podmienka konvergencia Gaussovej-Seidlovej
metódy je diagonálna dominancia rovnako dobrá ako v prípade Jacobiho
metódy.

Veta 1. Ak matica A má prevládajúcu diagonálu po riadkoch alebo st¨pcoch,
tak Gaussova-Seidlova metóda konverguje

Dôkaz: Predpokladajme riadkovú diagonálnu dominanciu matice A = (aij).
Ozna£me

c = max
i

∑
j 6=i

|aij|
|aii|

.

Zrejme c < 1, lebo pod©a predpokladu A má prevládajúcu diagonálu po
riadkoch. Ozna£me

QGS = (D + L)−1U.

Potrebujeme ukáza´, ºe ‖QGS‖∞ < c.
Nech x je vektor s vlastnos´ou ‖x‖∞ = 1. Potom sta£í ukáza´, ºe

‖QGSx‖∞ < c.

Ozna£me y = QGSx = (D + L)−1Ux, £o vieme prepísa´ na tvar (D + L)y =
−Ux, £iºe

a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann



y1
y2
...
yn

 =


0 −a12 · · · −a1n
0 0 · · · −a2n
...

...
. . . −an−1n

0 0 · · · 0



x1
x2
...
xn
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Tento tvar nazna£uje moºnos´ pokra£ova´ indukciou.
V prvom kroku dostávame

|y1| ≤
n∑
j=2

|aij||xj|
|a11|

≤
n∑
j=2

|aij|
|a11|

max
k
|xk| =

n∑
j=2

|aij|
|a11|
‖xk‖∞ =

n∑
j=2

|aij|
|a11|

≤ c.

Predpokladajme, ºe |yk| ≤ c pre k = 1, . . . , i− 1. Potom

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij||yj|+
n∑

j=i+1

|aij||xj|

)

V prvej sume v zátvorke môºeme pouºi´ induk£ný predpoklad a v druhej
vlastnos´ ‖x‖∞ = 1, z ktorej dostávame |xj| ≤ 1 pre kaºdé j = 1, . . . , n.
Teda máme nerovnos´

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij|c+
n∑

j=i+1

|aij|

)

a ke¤ºe c < 1,

|yi| ≤
1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|aij|+
n∑

j=i+1

|aij|

)
=
∑
j 6=i

|aij|
aii
≤ c.

Takºe |yi| < c pre kaºdé i = 1, . . . , n a teda aj ‖QGSx‖∞ = ‖y‖∞ =
maxi |yi| < c.

Za predpokladu st¨pcovej dominancie matice A dostaneme podobne ako
pri Jacobiho metóde

ρ((D + L)−1U) = ρ(U(D + L)−1) ≤ ‖U(D + L)−1‖1
= ‖(D + L)−TUT‖∞ = ‖QT

GS‖.

Ke¤ºe st¨pcová dominancia v A znamená riadkovú dominanciu v AT , po-
uºitím £asti dôkazu pre riadkovú dominanciu dostávame ‖QT

GS‖ < cT , kde
cT = maxj

∑
j 6=i

|aij |
|ajj |

Pre istú triedu matíc v²ak máme konvergenciu zaru£enú vºdy.

Veta 2. Ak A je symetrická kladne de�nitná matica, tak Gaussova-Seidlova
metóda konverguje.
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Dôkaz: Pre prípad symetrickej matice dostávame rozklad

A = D + L+ LT ,

kde D je diagonálna matica obsahujúca diagonálne prvky matice A a L a
LT sú zvy²né dolné a horné trojuholníkové £asti matice A −D. Ke¤ºe A je
kladne de�nitná, diagonála maticeD obsahuje len kladné prvky, a teda je tieº
kladne de�nitná (ak by aii<0, tak eTi Aei = aii < 0, kde ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)
je vektor kanonickej bázy).

Na odhad pre konvergenciu pouºijeme 2-normu, £ím zredukujeme problém
na odhad ve©kosti absolútnych hodnôt vlastných £ísel, ke¤ºe pre symetrickú
maticu A je ‖A‖2 = |λ|max. Najskôr zjednodu²íme maticu QGS = −(D +
L)−1LT .

QGS = −(D + L)−1LT = −D−
1
2 (I +D−

1
2LD−

1
2 )−1D−

1
2LTD−

1
2D

1
2 .

Ozna£me L1 = D−
1
2LD−

1
2 . Potom

QGS = −D−
1
2 (I + L1)

−1LT1D
1
2 .

Matica −(I + L1)
−1LT1 je teda podobná s maticou QGS, a tým pádom má

rovnaké vlastné £ísla.
Ak x ozna£uje jednotkový vlastný vektor, t.j. ‖x‖2 =

√
x∗x = 1 a −(I +

L1)
−1LT1 x = λx (x môºe by´ komplexný vektor a λ komplexná vlastná hod-

nota, ∗ je znamená hermitovské zdruºenie), máme

−(I + L1)
−1LT1 x = λx

−LT1 x = λ(I + L1)x

a prenásobením posledného vz´ahu z©ava x∗ a úpravou

−x∗LT1 x = λx∗(I + L1)x = λ(I + x∗L1x).

Ozna£me z = x∗LT1 x. Potom platí

−z = λ(1 + z̄)

λ = − z

1 + z̄
.

Z toho dostaneme, ºe

|λ|2 = λλ̄ =
z

1 + z̄
· z̄

1 + z
=

|z|2

1 + z + z̄ + |z|2
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a navy²e

1 + z + z̄ = 1 + x∗LT1 x+ x∗L1x = x∗(I + L1 + LT1 )x

= x∗D−
1
2 (D + L+ LT )D−

1
2

= x∗D−
1
2AD−

1
2x > 0.

Preto

|λ|2 =
|z|2

1 + z + z̄ + |z|2
< 1,

a teda aj ‖Q‖2 = |λ|max < 1.

Poznámka: Ak sa na výpo£et Jacobiho metódou pozrieme po súradniciach
uvidíme, ºe j-ta súradnica rie²enia v xm sa spo£íta ako

x
(m)
j =

1

ajj
(bj −

∑
k 6=j

ajkx
(m−1)
k ). (4)

To ale znamená, ºe v £ase, ke¤ po£ítame x(m)
j uº poznáme x(m)

l pre l < j,
£o sú súradnice zlep²eného rie²enia. Ak tieto nové súradnice pouºijeme vo
výpo£te (4), t.j. rozdelíme sumu v zátvorke na k < j a k > j a v k < j

nahradíme x(m−1)k novými súradnicami x(m)
k , dostaneme

x
(m)
j =

1

ajj

(
bj −

∑
k<j

ajkx
(m)
k −

∑
k>j

ajkx
(m−1)
k

)
,

£o nie je ale ni£ iné ako Gaussova-Seidelova metóda. Ako si moºno v²imnú´

v prípade ºe niektorý prvok diagonály matice A je nulový, metódy zlyhajú
(delenie prvkom aii). Tento problém moºno obís´ výmenou riadkov alebo
st¨pcov, av²ak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli v²eobecný prípadAx = b previes´ na symetrickýATAx =
AT b, môºe sa sta´, ºe ATA je zle podmienená (c2(ATA) = c2(A)2).
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