Iteracné metody rieSenia stistavy rovnic

Vyssie uvedené metody (GEM, LU,...) rieSenia linearnych systémov rovnic
zarad ujeme medzi priame metody. To znamend, Ze po kone¢nom pocte kro-
kov bez zaokrthlovacich chyb dostaneme presné rieSenie. Itera¢né metody st
zaloZené na vytvoreni postupnosti, od ktorej o¢akavame, Ze konverguje k hl'a-
danému rieSeniu. V kazdom kroku itera¢nej metody teda vytvorime novy ¢len
postupnosti a okrem konvergencie pozadujeme, aby v sa kazdom kroku chyba
podstatne zmensila a aby kazdy krok nebol prilis drahy v zmysle zlozitosti.
Ako prvé uvedieme metody zalozené na myslienke rozkladu matice

A = My, — Ny, k=1, 2,...
Potom systém Ax = b prepiseme do tvaru
Myx = Nz + b
a zvolime iteracie
Myz® = Nzt 1p,
Potom ak M} je reguldrna, dostaneme
2™ = M NV 4+ M,
Oznac¢me Q) = Mk_lNk adk = Mk_lb. Dostaneme tak postupnost systémov
2 = QD 4 g®)

Zrejme ak postupnost {z*} konverguje, tak konverguje k rieSeniu systému
Ax =b.

Ak rozklad A = M — N nezéavisi od k, hovorime o stacionarnej metode a
mame

e® = Qa*Y 4 d

Na konvergenciu potrebujeme, aby odchylka od presného riesenia sa v
limite blizila k nule. Spocitajme teda

2® — 7 = Q™ +d® — (Qrz +d®) = Qu(a* TV —z) (1)

= QrQra (a2 —2) = = Q- Qu(2° — 7). (2)
Preto postupnost {#*} bude pre Tubovolné x° konvergovat préve vtedy, ked
Q- Q1 —0



Ak normujeme (2) dostaneme

2™ — 2| < [1Qxll - 1Q: [l («® = 2)]].
Potom ak existuje ¢ < 1 také, ze ||Q;|| < ¢ pre kazdé i, tak

la® — Z|| < )| (2° — 2)| 222 0

Tym dostavame postacujicu podmienku konvergencie
Q]| < e < 1.
Pre pripad stacionarnych met6d samozrejme na konvergenciu staci

QI < 1.

Avsak v pripade stacionarnych metdéd mame dokonca nutni a postacujicu
podmienku konvergencie

p(Q) <1,
kde p(@) je spektralny polomer matice Q.

Veta. Postupnost z®) riegeni systémov x**) = Qz*~Y 4+ d konverguje k
rieSeniu Az = b prave vtedy, ked p(Q) < 1.

Doékaz. Najskor ukazeme, ze pre Tubovolné e > 0 a Tubovolnt maticu R exis-
tuje operatorova norma || - ||, taka, ze ||R||. < p(R) + €. Nech J = S7'RS

je Jordanov kanonicky tvar matice R. Ozna¢me D, = diag(1,¢,€2, ..., "),
Potom matica (SD.)"'R(SD.) = D-'JD, je "Jordanova matica's € na dia-
gonéle. Definujme vektorovit normu ||z||, = |[(SD.)™'2||s. Potom
|| R[] [[(SDe) ™ R oo
||R||. = max = max
z£0  ||z||« 2#0  |[(SDe) 12|00
SD)'R(SD)yl|o
:maXH< ) ( )yH :H<SD€)71R(SD€)HOO
y#0 [1yl]oo

=max|\;| + €= p(R) + e

Teraz dokdZzeme vetu. Ak p(R) > 1, zvolme z°

vlastnou hodnotou A takou, ze |A\| = p(R). Potom
(x(m-i-l) . .I) _ R(m(m) . .%) .= Rm+1<$(0) . m) _ )\m+l($(0) o IIZ) (3)

— x vlastny vektor s

nekonverguje k 0.

Naopak, ak p(R) < 1, tak vieme najst e > 0, také, ze p(R)+¢€ < 1, a teda
aj normu || - ||* taka, Ze ||R||. < 1, ¢o zarucuje konvergenciu. Pri vytvarani
matic M, N treba brat do uvahy



e Matica M musi byt Tahko invertovatelné, pripadne systémy s maticou
M sa musia dat l'ahko riesit.

e Mali by sme vediet Tahko overit niektori z podmienok konvergencie,
napriklad pre stacionarne metody p(M~'N) < 1.
Jacobiho metéda
Jacobiho metédu dostaneme pre rozklad
A=D—(D-A),

kde D je diagonalna matica obsahujtca diagonalu matice A, pricom o A
predpokladame, 7ze mé nenulova diagondlu. Ziskame tak rekurentny vztah

% =D YD - A)z* V4 D= —-D1A-D)z2* Y+ Db
= QJJI(k—l) -+ d

Matica (; ma tym padom tvar

0 212 ... Qn
aii ail
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J — . . . .
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Ann ann

Pozrime sa teraz na konvergenciu rieSenia pre tito maticu v pripade jed-
noducho spocitateInych noriem. V pripade riadkovej normy mame

Qe = max 3"

JF

Y

aij
a,,

(23

z ¢oho okamzite dostaneme, Ze ak |a;| > > ., |a;;| (hovorime, Ze A ma ma
po riadkoch prevladajucu diagonalu), tak ||Q);|| < 1.
Ak A ma prevladajucu diagonalu po stlpcoch, tak analogicky

(A—D)D™!|| < 1.
Kedze plati
~Qs=D"Y(A-D)=D"'[(A-D)D7'|D,

tak
p(D™Y (A~ D))= p((A-D)D™") < (A= D)D7'[l; <1

Zhrnutim uvedenych ivah dostavame, ze ak A ma prevladajucu diagonalu
(po riadkoch alebo po stlpcoch) tak Jacobiho metoda konverguje.
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Gaussova-Seidlova metoda

Pri rozklade matice A na tvar
A=D+ L+ U,

kde D je diagonéalna matica, L je striktne dolna trojuholnikova (t.j. dolna
trojuholnikova s nulami na diagonéle) a U je striktne horna trojuholnikova,
volbou

M =D+ L, N =-U
ziskame itera¢ni rovnicu
e®) = (D + L)'U2* Y + (D + L) "b.

Ukazuje sa, Ze ako postacujica podmienka konvergencia Gaussovej-Seidlovej
metody je diagonilna dominancia rovnako dobrd ako v pripade Jacobiho
metody.

Veta 1. Ak matica A md previddajicu diagondlu po riadkoch alebo stlpcoch,
tak Gaussova-Seidlova metoda konverguje

Dokaz: Predpokladajme riadkovi diagonalnu dominanciu matice A = (a;;).
Ozna¢me

¢ = max 2

i laal

Zrejme ¢ < 1, lebo podla predpokladu A ma prevladajicu diagonalu po
riadkoch. Oznac¢me
Qas = (D+ L)7'U.

Potrebujeme ukazat, ze ||Qas|le <
Nech z je vektor s vlastnostou ||z||. = 1. Potom staci ukazat, ze

[Qast|oe < e

Oznatme y = Qgsz = (D + L)~ 'Ux, ¢o vieme prepisat na tvar (D + L)y =
—Uwz, ¢ize

a;p 0 0 Y1 0 —app --- —Q1n x

a1 A2 0 Y2 0 O — Q2 T
O : —Ap—1n

An1 Ap2 - Ann UYn O O e O T,



Tento tvar naznacuje moznost pokracovat indukciou.
V prvom kroku dostavame

a x a a
|y1| < Z’ r;‘l|1|]| Z Z]| |$ |_Z |’ l]‘ H ||oo Z ‘ Z]|

o |Cl11| |a11] a

Predpokladajme, ze |yx| < c pre k =1,...,7— 1. Potom

< g (Sl + 3 o

Jj=i+1

V prvej sume v zatvorke mozeme pouzit indukény predpoklad a v druhej
vlastnost ||z|l = 1, z ktorej dostavame |z;| < 1 pre kazdé j = 1,...,n.
Teda mame nerovnost

vl < 1 (Z\awm 2 |aw|>

Jj=i+1

a kedze ¢ < 1,

|yz|_‘ <Z|aw|+2|aw|> Sl <

J=i+1 J#

Takze |y;| < ¢ pre kazdé i = 1,...,n a teda aj ||Qcstllec = [|Yllee =
max; |y;| < c.

Za predpokladu stlpcovej dominancie matice A dostaneme podobne ako
pri Jacobiho metode

p(D+L)"'U) = p(U(D+ L)) < |lU(D + L)
= (D + L) U" |l = |Qasll-

Kedze stlpcova dominancia v A znamena riadkovi dominanciu v AT, po-

uzitim casti dokazu pre riadkovit dominanciu dostévame ||QLg|| < T, kde

T _ , @]
¢’ = max; Z#i o]

Pre istl triedu matic vSak mame konvergenciu zarucenu vzdy.

Veta 2. Ak A je symetrickd kladne definitnd matica, tak Gaussova-Seidlova
metdda konverguje.



Doékaz: Pre pripad symetrickej matice dostavame rozklad
A=D+ L+ L7,

kde D je diagonalna matica obsahujica diagonalne prvky matice A a L a
LT st zvysné dolné a horné trojuholnikové ¢asti matice A — D. KedZe A je
kladne definitné, diagonila matice D obsahuje len kladné prvky, a teda je tiez
kladne definitna (ak by a;<0, tak el Ae; = a;; < 0, kde ¢; = (0,...,1,...,0)
je vektor kanonickej bazy).

Na odhad pre konvergenciu pouzijeme 2-normu, ¢im zredukujeme problém
na odhad velkosti absolutnych hodnot vlastnych ¢isel, kedze pre symetricka
maticu A je ||All2 = |[AMmax- Najskor zjednodusime maticu Qgs = —(D +
L)L,

Qos = —(D+L)'L" = —D 3(I+ D 3LD"2)"'D 3 LTD 3 D3,
Oznacme L, = D~2LD~=. Potom
Qcs = —D :(I+ L)"'LTDx.

Matica —(I + L;)"'LT je teda podobné s maticou Qgg, a tym padom ma
rovnaké vlastné ¢isla.

Ak z oznatuje jednotkovy vlastny vektor, t.j. [|z]l; = Va*zr =1 a —(I +
L) 'LT2 = Az (z moze byt komplexny vektor a A komplexné vlastna hod-
nota, * je znamenda hermitovské zdruzenie), méame

—(I+ L) 'LTo =)z
—LTe = \I + L)z

a prendsobenim posledného vztahu zlava x* a tpravou

—*LTe = Xa*(I + L)z = \I + 2" Ly2).

Oznaéme z = x* LTx. Potom plati

—z=A1+2)
A:_ljz
Z toho dostaneme, ze
Z |2

A== = :
14z 142 14+z+zZ24 |z



a navyse
l4z+z=14+a" Lo +o* Lz =21+ Ly + L)z
—2*D2(D+ L+ L")D 2
—2*D 2 AD 21 > 0.
Preto

‘ ’2 — |Z’2
14+2z+z+|2)?

<1,

a teda aj [|Q|l2 = |A|max < 1.

Poznamka: Ak sa na vypocet Jacobiho metdédou pozrieme po stiradniciach
uvidime, 7e j-ta stradnica rieSenia v ™ sa spocita ako

m 1 m—
" = (b = > apn" ). (4)

77 k#j

To ale znamena, 7e v Case, ked pocitame $§m) uz pozname xl(m) pre [ < j,
¢o su suradnice zlepSeného rieSenia. Ak tieto nové stradnice pouzijeme vo

vypocte (4), t.j. rozdelime sumu v zatvorke na k < jak > javk <j

) ~1 o _
nahradime x,(cm ) novymi stradnicami x,(fm), dostaneme
m _ 1 (m) (m-1)
Ty = b — g ajrTy = — g ;T ,
33 k<j k>j

¢o nie je ale ni¢ iné ako Gaussova-Seidelova metdda. Ako si mozno vSimnit

v pripade ze niektory prvok diagonaly matice A je nulovy, metody zlyhaja
(delenie prvkom a;;). Tento problém mozno obist vymenou riadkov alebo
stipcov, avsak za cenu straty istoty konvergencie.

Ak by sme chceli veobecny pripad Az = b previest na symetricky A7 Az =
ATb, moze sa stat, ze AT A je zle podmienend (cy(ATA) = cp(A)?).



